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Ââåäåíèå è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

Ôàêòîðíûé àíàëèç � ýòî ìåòîä âûÿâëåíèÿ ñêðûòûõ ôàêòîðîâ, ëåæàùèõ â
îñíîâå íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ. Â îòëè÷èå îò ÌÃÊ, êîòîðûé ëèøü ìàêñèìè-
çèðóåò äèñïåðñèþ, ôàêòîðíûé àíàëèç èñõîäèò èç ÿâíîé èçìåðèòåëüíîé ìîäåëè:
êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ìîäåëèðóåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îáùèõ ôàêòîðîâ è
ïåðåìåííî-ñïåöèôè÷åñêîé óíèêàëüíîñòè.

Òèïè÷íûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ:

� Ïîñòðîåíèå øêàë â ïñèõîëîãèè è ñîöèàëüíûõ íàóêàõ

� Âàëèäàöèÿ ïóíêòîâ àíêåò (íàïðèìåð, Áîëüøàÿ ïÿò¼ðêà)

� Ñîêðàùåíèå èíäèêàòîðîâ ïðè ïîñòðîåíèè èíäåêñîâ (íàïðèìåð, êà÷åñòâî æèç-
íè)

� Âûÿâëåíèå ñêðûòûõ èçìåðåíèé â äàííûõ ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèé

Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû

Ôàêòîðíàÿ ìîäåëü

Äëÿ p ñòàíäàðòèçîâàííûõ ïåðåìåííûõ z = (z1, . . . , zp)
⊤ âûïîëíÿåòñÿ:

zj = lj1F1 + lj2F2 + · · ·+ ljkFk + uj , j = 1, . . . , p (1)

ãäå Fk � îáùèå ôàêòîðû (Var(Fk) = 1, Cov(Fk, Fm) = 0), ljk � ôàêòîðíûå íàãðóç-
êè è uj � ñïåöèôè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ (óíèêàëüíîñòü).

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè:
Z = FL⊤ +U (2)

Êîììóíàëüíîñòü è óíèêàëüíîñòü

h2j =
K∑
k=1

l2jk, uj = 1− h2j (3)

Êîììóíàëüíîñòü h2
j � äîëÿ äèñïåðñèè j-é ïåðåìåííîé, îáúÿñí¼ííîé K ôàêòî-

ðàìè; uj � íåîáúÿñí¼ííûé îñòàòîê.

Âîñïðîèçâåä¼ííàÿ ìàòðèöà êîððåëÿöèé

Èç ôàêòîðíîé ìîäåëè ñëåäóåò:

R = LL⊤ +Ψ, Ψ = diag(u1, . . . , up) (4)

Öåëü ýêñòðàêöèè: ìèíèìèçèðîâàòü îñòàòêè R− R̂.
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Ìåòîä ãëàâíûõ îñåé (PAF)

Ìåòîä Principal Axis Factoring ðàáîòàåò èòåðàòèâíî:

1. Íà÷àëüíàÿ îöåíêà êîììóíàëüíîñòåé: h
(0)
j = maxm̸=j |rjm|2

2. Ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà êîððåëÿöèé: R∗ = R ñ rjj, çàìåíåííûìè íà h2
j

3. Ðàçëîæåíèå R∗ ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì; ýêñòðàêöèÿ K íàèáîëüøèõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ

4. Îáíîâëåíèå êîììóíàëüíîñòåé: h
(t+1)
j =

∑K
k=1 l

2
jk

5. Ïîâòîðÿòü äî ñõîäèìîñòè (|h(t+1)
j − h

(t)
j | < 10−6)

Ìåðà ÊÌÎ (Kaiser-Meyer-Olkin)

Ìåðà ÊÌÎ îöåíèâàåò ïðèãîäíîñòü êîððåëÿöèîííîé ñòðóêòóðû äëÿ ôàêòîðíîãî
àíàëèçà:

KMO =

∑
j ̸=m r2jm∑

j ̸=m r2jm +
∑

j ̸=m p2jm
(5)

ãäå pjm � ÷àñòíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó zj è zm.

Òàáëèöà 1: Îöåíêà ìåðû ÊÌÎ

Çíà÷åíèå ÊÌÎ Îöåíêà

≥ 0.90 ïðåâîñõîäíî
0.80− 0.89 õîðîøî
0.70− 0.79 óäîâëåòâîðèòåëüíî
0.60− 0.69 ïîñðåäñòâåííî
< 0.60 íåïðèåìëåìî

Òåñò Áàðòëåòòà íà ñôåðè÷íîñòü

H0: Ìàòðèöà êîððåëÿöèé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé (R = I).

χ2 ≈ −
(
n− 1− 2p+ 5

6

)
ln |R|, df =

p(p− 1)

2
(6)

Çíà÷èìûé ðåçóëüòàò (p < 0.05) óêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà êîððåëÿöèé îòëè÷àåòñÿ
îò åäèíè÷íîé � íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ÔÀ.

Âðàùåíèå Varimax

Èäåíòè÷íî ÌÃÊ (ñì. Ðóêîâîäñòâî 1). Öåëü: ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà � êàæäàÿ ïåðå-
ìåííàÿ íàãðóæàåò ïî âîçìîæíîñòè òîëüêî îäèí ôàêòîð.
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Ðàçîáðàííûé ïðèìåð: áàëàíñîâûå ïîêàçàòåëè

Èñõîäíûå äàííûå (n = 24, p = 6)

Èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ñèíòåòè÷åñêèé íàáîð äàííûõ, ÷òî è â Ðóêîâîäñòâå 1 (ïîëíàÿ
òàáëèöà äàííûõ ïðèâåäåíà òàì): 24 ïðåäïðèÿòèÿ ñ òðåìÿ ïîêàçàòåëÿìè óñòîé÷è-
âîñòè (X1 äîëÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà, X2 ëèêâèäíîñòü 2-é ñòåïåíè, X3 ïîêðûòèå
âíåîáîðîòíûõ àêòèâîâ II) è òðåìÿ ïîêàçàòåëÿìè äîõîäíîñòè (X4 ðåíòàáåëüíîñòü
ïðîäàæ, X5 ðåíòàáåëüíîñòü àêòèâîâ, X6 ðîñò âûðó÷êè), âñå â ïðîöåíòàõ. Íàáîð
äàííûõ çàãðóæåí â èíñòðóìåíòå ïî óìîë÷àíèþ.

Öåëü ôàêòîðíîãî àíàëèçà: âûÿâèòü ëàòåíòíûå ôàêòîðû, ñòîÿùèå çà ïîêàçàòå-
ëÿìè. Â îòëè÷èå îò ÌÃÊ, ôàêòîðíûé àíàëèç îáúÿñíÿåò òîëüêî îáùóþ äèñïåðñèþ
ïîêàçàòåëåé; ñïåöèôè÷åñêèé îñòàòîê âõîäèò â óíèêàëüíîñòü uj. Íàñòðîéêè: PAF,
êðèòåðèé Êàéçåðà, Varimax (ïî óìîë÷àíèþ).

Øàã 1: Ìàòðèöà êîððåëÿöèé, ÊÌÎ è òåñò Áàðòëåòòà

Ìàòðèöà êîððåëÿöèé (ñì. Ðóêîâîäñòâî 1, øàã 2) ñîäåðæèò äâà áëîêà ñ êîððåëÿ-
öèÿìè 0.70�0.79 âíóòðè è íå áîëåå 0.31 ìåæäó áëîêàìè.

Òàáëèöà 2: Êðèòåðèè êà÷åñòâà

Êðèòåðèé Çíà÷åíèå Îöåíêà

ÊÌÎ 0.678 ïîñðåäñòâåííî (ïîðîã 0.6 âûïîëíåí)
Áàðòëåòò χ2 80.68 (df = 15) p < 0.001, çíà÷èìî

Ðàñ÷¼ò ïî Áàðòëåòòó: |R| = 0.0183, ñëåäîâàòåëüíî

χ2 = −
(
24− 1− 2·6+5

6

)
ln 0.0183 = −20.167 · (−4.001) = 80.68, df = 6·5

2
= 15.

Ìàòðèöà êîððåëÿöèé âûñîêîçíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé. Çíà÷åíèå ÊÌÎ
ëèøü ïîñðåäñòâåííîå: êàæäûé áëîê ñîñòîèò âñåãî èç òð¼õ ïîêàçàòåëåé, ïîýòîìó
÷àñòíûå êîððåëÿöèè âíóòðè áëîêîâ îñòàþòñÿ çàìåòíûìè. Ìèíèìàëüíîå òðåáîâà-
íèå KMO ≥ 0.6 òåì íå ìåíåå âûïîëíåíî � ôàêòîðíûé àíàëèç äîïóñòèì.

Øàã 2: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (êðèòåðèé Êàéçåðà)

Òàáëèöà 3: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû êîððåëÿöèé

Ôàêòîð Ñîáñòâ. çíà÷. Äîëÿ äèñï. Íàêîïëåí.

F1 2.971 49.52% 49.52%
F2 2.010 33.50% 83.01%
F3 0.397 6.61% 89.62%
F4�F6 < 0.3 � �

Êðèòåðèé Êàéçåðà: 2 ôàêòîðà (λ ≥ 1).
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Øàã 3: Ýêñòðàêöèÿ PAF

Íà÷àëüíûå êîììóíàëüíîñòè (íàèáîëüøàÿ êâàäðèðîâàííàÿ êîððåëÿöèÿ â ñòðîêå):

h
(0)
1 = 0.7432 = 0.553, h

(0)
2 = h

(0)
3 = 0.7712 = 0.595, h

(0)
4 = h

(0)
6 = 0.7932 = 0.628,

h
(0)
5 = 0.7272 = 0.529. Äèàãîíàëü R çàìåíÿåòñÿ ýòèìè çíà÷åíèÿìè, ðåäóöèðîâàí-
íàÿ ìàòðèöà ðàñêëàäûâàåòñÿ, è ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî ñõîäèìîñòè.

Òàáëèöà 4: Ìàòðèöà íàãðóçîê PAF: áåç âðàùåíèÿ è ïîñëå âðàùåíèÿ Varimax

áåç âðàùåíèÿ Varimax

Ïåðåìåííàÿ F1 F2 F1 F2 h2j uj

X1 Äîëÿ ÑÊ 0.673 −0.497 0.827 0.122 0.699 0.301

X2 Ëèêâèäíîñòü 0.683 −0.522 0.853 0.112 0.739 0.261

X3 Ïîêðûòèå àêòèâîâ 0.664 −0.595 0.890 0.047 0.795 0.205

X4 Ðåíò. ïðîäàæ 0.741 0.486 0.183 0.867 0.785 0.215

X5 Ðåíò. àêòèâîâ 0.618 0.506 0.082 0.795 0.638 0.362

X6 Ðîñò âûðó÷êè 0.654 0.631 0.019 0.909 0.827 0.173

Îáúÿñí. äèñï. 45.3% 29.4% 37.4% 37.3% Σ 74.7%

Ïðèìåð: h2
1 = 0.8272 + 0.1222 = 0.699, u1 = 1 − 0.699 = 0.301. Âìåñòå ôàêòîðû

îáúÿñíÿþò 74.7% îáùåé äèñïåðñèè � ìåíüøå, ÷åì äâå ãëàâíûå êîìïîíåíòû ÌÃÊ
(83.0%), ïîñêîëüêó PAF ìîäåëèðóåò òîëüêî îáùóþ äèñïåðñèþ.

Âîñïðîèçâåä¼ííàÿ êîððåëÿöèÿ: ôàêòîðíàÿ ìîäåëü âîñïðîèçâîäèò, íàïðèìåð,
r̂12 = 0.827 · 0.853 + 0.122 · 0.112 = 0.719 (íàáëþäàåìàÿ: 0.710, îñòàòîê −0.009) è
r̂14 = 0.827 · 0.183 + 0.122 · 0.867 = 0.257 (íàáëþäàåìàÿ: 0.311). Ìàëûå îñòàòêè
ïîäòâåðæäàþò äâóõôàêòîðíîå ðåøåíèå.

Èíòåðïðåòàöèÿ:

� Ôàêòîð 1 � ôèíàíñîâàÿ óñòîé÷èâîñòü: äîëÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà, ëèê-
âèäíîñòü è ïîêðûòèå àêòèâîâ (íàãðóçêè 0.83�0.89). Îí èçìåðÿåò êàïèòàëüíóþ
áàçó è óñòîé÷èâîñòü ïðåäïðèÿòèÿ ê êðèçèñàì.

� Ôàêòîð 2 � äîõîäíîñòü: ðåíòàáåëüíîñòü ïðîäàæ, ðåíòàáåëüíîñòü àêòèâîâ
è ðîñò âûðó÷êè (íàãðóçêè 0.80�0.91). Îí èçìåðÿåò ñïîñîáíîñòü ïîëó÷àòü ïðè-
áûëü è ðàñòè.

� Âñå ïåðåêð¼ñòíûå íàãðóçêè íèæå 0.2: ðåøåíèå Varimax î÷åíü õîðîøî óäîâëå-
òâîðÿåò êðèòåðèþ ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Íàèìåíüøàÿ êîììóíàëüíîñòü ó ðåíòà-
áåëüíîñòè àêòèâîâ (0.638) � îíà õóæå âñåãî îáúÿñíÿåòñÿ ôàêòîðàìè, íî çàìåò-
íî ïðåâûøàåò ïîðîã 0.4.

Ðàáîòà ñ èíòåðàêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ôàêòîðíîãî àíàëèçà

Ââîä äàííûõ

Àíàëîãè÷íî ÌÃÊ (Âðó÷íóþ, CSV, Ïðèìåð). Ïî óìîë÷àíèþ çàãðóæåíû áàëàí-
ñîâûå ïîêàçàòåëè 24 ïðåäïðèÿòèé (n = 24, p = 6). Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû:
óäîâëåòâîð¼ííîñòü òðóäîì (n = 20, p = 6), øêàëà ëè÷íîñòè (Áîëüøàÿ ïÿò¼ðêà,
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n = 25, p = 8) è ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëåé (n = 18, p = 5). Äëÿ êàæäîãî ïðèìå-
ðà íàä òàáëèöåé ââîäà ïîÿâëÿåòñÿ ïîÿñíèòåëüíûé áëîê (äàííûå, öåëü àíàëèçà,
îæèäàåìûé ðåçóëüòàò); îí èñ÷åçàåò ïðè íàæàòèè ¾Î÷èñòèòü¿ èëè çàãðóçêå CSV-
ôàéëà.

Âûáîð ïàðàìåòðîâ

Ìåòîä ýêñòðàêöèè
Ìåòîä ãëàâíûõ îñåé (PAF): ðåêîìåíäóåòñÿ; êîððåêòíî ìîäåëèðóåò ñêðûòûå
ôàêòîðû ÷åðåç èòåðàòèâíóþ îöåíêó êîììóíàëüíîñòåé. Ìåòîä ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò: áûñòðûé, íî îáúÿñíÿåò òàêæå ñïåöèôè÷åñêóþ äèñïåðñèþ.

Êîëè÷åñòâî ôàêòîðîâ
Àâòîìàòè÷åñêè: êðèòåðèé Êàéçåðà äëÿ ìàòðèöû êîððåëÿöèé. Èëè âðó÷íóþ
çàäàòü 1�5 ôàêòîðîâ.

Âðàùåíèå
Varimax (ñòàíäàðò): îðòîãîíàëüíîå âðàùåíèå; ôàêòîðû îñòàþòñÿ íåêîððå-
ëèðîâàííûìè. Áåç âðàùåíèÿ: íåâðàù¼ííîå ðåøåíèå äëÿ ïðÿìîãî ñðàâíåíèÿ
ñ ÌÃÊ.

Ïîðîã íàãðóçîê
Âûäåëåíèå ïðè |l| ≥ 0.4 (íàñòðàèâàåòñÿ). Çíà÷åíèÿ ≥ 0.5 ñ÷èòàþòñÿ ñóùå-
ñòâåííûìè.

ÊÌÎ è Áàðòëåòò
Ôëàæîê àêòèâèðóåò ðàñ÷¼ò ïðîâåðêè ïðåäïîñûëîê.

Âêëàäêè ðåçóëüòàòîâ

Îáçîð
Ïîêàçàòåëè + òàáëèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ìàðêåðîì Êàéçåðà.

Íàãðóçêè
Ìàòðèöà ôàêòîðíûõ íàãðóçîê ñ öâåòîâûì âûäåëåíèåì, êîììóíàëüíîñòè è
óíèêàëüíîñòü ïî ïåðåìåííûì.

Êà÷åñòâî
Èíäèêàòîð ÊÌÎ, òåñò Áàðòëåòòà ñ p-çíà÷åíèåì, òàáëèöà êîììóíàëüíîñòåé ñ
îöåíêîé êà÷åñòâà.

Ãðàôèêè
Ãðàôèê îñûïè, ñòîëá÷àòàÿ äèàãðàììà äèñïåðñèè ñ íàêîïëåííîé ëèíèåé, ãðà-
ôèê íàãðóçîê (F1 vs. F2) ñ ïîäïèñÿìè ïåðåìåííûõ.

Èíòåðïðåòàöèÿ
Àâòîìàòè÷åñêèé òåêñò îöåíêè ñ ÊÌÎ, Áàðòëåòòîì è óêàçàíèåì î âðàùåíèè.

Ýêñïîðò
CSV: íàãðóçêè, êîììóíàëüíîñòè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. PNG: ãðàôèê îñûïè,
íàãðóçîê.

Òèïè÷íûé ðàáî÷èé ïðîöåññ

1. Çàãðóçèòü äàííûå è âûáðàòü ìåòîä PAF

6



JKW Boehme � Ìíîãîìåðíûé àíàëèç Ðóêîâîäñòâî 2: Ôàêòîðíûé àíàëèç

2. Îñòàâèòü ôëàæîê ÊÌÎ âêëþ÷¼ííûì

3. Íàæàòü ¿Âû÷èñëèòü ôàêòîðíûé àíàëèç¾

4. Âêëàäêà ¾Êà÷åñòâî¿: ïðîâåðèòü ÊÌÎ ≥ 0.6 è çíà÷èìîñòü Áàðòëåòòà

5. Ãðàôèê îñûïè: ïðè íåîáõîäèìîñòè ñêîððåêòèðîâàòü ÷èñëî ôàêòîðîâ âðó÷íóþ

6. Âêëàäêà ¾Íàãðóçêè¿: ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôàêòîðîâ

7. Ïåðåìåííûå ñ h2
j < 0.4 ïðè íåîáõîäèìîñòè óäàëèòü è ïåðåñ÷èòàòü

Âàæíûå çàìå÷àíèÿ:
� Òðåáóåòñÿ ìèíèìóì n = 5 ïîëíûõ íàáëþäåíèé.

� Ïðàêòè÷åñêîå ïðàâèëî: n ≥ 10 · p äëÿ íàä¼æíûõ ðåçóëüòàòîâ.
� Ïåðåìåííûå ñ h2

j < 0.3 ïëîõî îáúÿñíåíû � ðàññìîòðåòü èõ èñêëþ÷åíèå.

� Ïðè ïåðåêð¼ñòíûõ íàãðóçêàõ (|ljk| ≥ 0.3 íà íåñêîëüêèõ ôàêòîðàõ): ðàñ-
ñìîòðåòü êîñîóãîëüíîå âðàùåíèå (Oblimin).

Ñâîäêà ôîðìóë

Òàáëèöà 5: Ôîðìóëû ôàêòîðíîãî àíàëèçà

Îáîçíà÷åíèå Ôîðìóëà

Ôàêòîðíàÿ ìîäåëü zj =
∑

k ljkFk + uj

Âîñïðîèçâ. êîððåëÿöèÿ R = LL⊤ +Ψ

Êîììóíàëüíîñòü h2
j =

∑
k l

2
jk

Óíèêàëüíîñòü uj = 1− h2
j

Ìåðà ÊÌÎ KMO =
∑

r2jm/(
∑

r2jm +
∑

p2jm)

Áàðòëåòò χ2 −(n− 1− 2p+5
6

) ln |R|, df = p(p− 1)/2
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