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Ââåäåíèå è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç (LDA) � ýòî ìåòîä êëàññèôèêàöèè ñ
ó÷èòåëåì: â îòëè÷èå îò êëàñòåðíîãî àíàëèçà, ïðèíàäëåæíîñòü íàáëþäåíèé ê
ãðóïïàì èçâåñòíà çàðàíåå. LDA íàõîäèò äèñêðèìèíàíòíûå ôóíêöèè � ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ � êîòîðûå íàèëó÷øèì îáðàçîì ðàçäåëÿþò ãðóïïû.

Äâîéíàÿ öåëü LDA:

� Äåñêðèïòèâíàÿ: êàêèå ïåðåìåííûå ñïîñîáñòâóþò ðàçäåëåíèþ ãðóïï?

� Êëàññèôèêàöèîííàÿ: êàê îòíåñòè íîâîå íàáëþäåíèå ê ãðóïïå?

Òèïè÷íûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ:

� Îöåíêà êðåäèòîñïîñîáíîñòè (õîðîøèé/ïëîõîé çà¼ìùèê)

� Ìåäèöèíñêàÿ äèàãíîñòèêà (áîëüíîé/çäîðîâûé)

� Ñåãìåíòàöèÿ ðûíêà ñ èçâåñòíûìè öåëåâûìè ãðóïïàìè

� Êîíòðîëü êà÷åñòâà (ãîäíàÿ/áðàêîâàííàÿ äåòàëü)

� Îïðåäåëåíèå âèäà â áèîëîãèè è àðõåîëîãèè

Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû

Ìàòðèöû ðàçáðîñà

Ïóñòü X ∈ Rn×p ñ g èçâåñòíûìè ãðóïïàìè, ni íàáëþäåíèé â êàæäîé ãðóïïå è
öåíòðîèä ãðóïïû x̄i.

Âíóòðèãðóïïîâàÿ ìàòðèöà ðàçáðîñà SW :

SW =

g∑
i=1

∑
j∈Ci

(xj − x̄i)(xj − x̄i)
⊤ (1)

Ìåæãðóïïîâàÿ ìàòðèöà ðàçáðîñà SB:

SB =

g∑
i=1

ni(x̄i − x̄)(x̄i − x̄)⊤ (2)

Äèñêðèìèíàíòíûå ôóíêöèè

LDA ìàêñèìèçèðóåò êðèòåðèé îòíîøåíèÿ Ðåëåÿ:

max
w

w⊤SBw

w⊤SWw
(3)

Ýòî ñâîäèòñÿ ê îáîáù¼ííîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

2



JKW Boehme � Ìíîãîìåðíûé àíàëèç Ðóêîâîäñòâî 4: Äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

SB w = λSW w ⇐⇒ S−1
W SB w = λw (4)

Ðåøåíèÿ w1,w2, . . . � ýòî äèñêðèìèíàíòíûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé DF1,
DF2, . . .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà S−1
W SB íåñèììåòðè÷íà, èíñòðóìåíò ðåøàåò çàäà÷ó ÷åðåç ðàç-

ëîæåíèå Õîëåöêîãî SW = LL⊤: ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà C = L−1SBL
−⊤ èìååò òå

æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk; èç å¼ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ uk (ìåòîä ßêîáè) ïîëó-
÷àåì wk =

√
n− gL−⊤uk. Ïðè òàêîé íîðìèðîâêå äèñêðèìèíàíòíûå áàëëû èìåþò

âíóòðèãðóïïîâóþ (îáúåäèí¼ííóþ) äèñïåðñèþ 1.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çíà÷èìûõ äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé: min(p, g − 1).

Äèñêðèìèíàíòíûå áàëëû

dik = w⊤
k xi =

p∑
j=1

wkj xij (5)

Ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè: íàáëþäåíèå xi îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå g∗, öåíòðîèä d̄g
êîòîðîé â äèñêðèìèíàíòíîì ïðîñòðàíñòâå áëèæàéøèé (áëàãîäàðÿ íîðìèðîâêå åâ-
êëèäîâî ðàññòîÿíèå ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì Ìàõàëàíîáèñà), ñ ïîïðàâêîé íà àïðè-
îðíûå âåðîÿòíîñòè πg:

g∗ = argmin
g

[ K∑
k=1

(dik − d̄gk)
2 − 2 lnπg

]
(6)

Ïðè ðàâíûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ (πg = 1/g) ïîïðàâêà èñ÷åçàåò; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå πg = ng/n.

Ñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû

wstd
kj = wkj · s

(W )
j , s

(W )
j =

√
(SW )jj
n− g

(7)

Óìíîæåíèå íà îáúåäèí¼ííîå âíóòðèãðóïïîâîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå s
(W )
j äåëà-

åò êîýôôèöèåíòû ñîïîñòàâèìûìè íåçàâèñèìî îò øêàëû èçìåðåíèÿ.

Êàíîíè÷åñêàÿ êîððåëÿöèÿ

r∗k =

√
λk

1 + λk
(8)

r∗k � êîððåëÿöèÿ ìåæäó äèñêðèìèíàíòíûìè áàëëàìè DFk è èíäèêàòîðíûìè ïå-
ðåìåííûìè ãðóïï � ìåðà ñèëû ðàçäåëåíèÿ.
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Ëÿìáäà Óèëêñà

Ëÿìáäà Óèëêñà Λ � öåíòðàëüíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà LDA:

Λ =
K∏
k=1

1

1 + λk
=

|SW |
|SW + SB|

(9)

Λ = 0: èäåàëüíîå ðàçäåëåíèå; Λ = 1: ðàçäåëåíèÿ íåò.

Òåñò Áàðòëåòòà íà çíà÷èìîñòü

χ2 ≈ −
(
n− 1− p+ g

2

)
ln Λ, df = p(g − 1) (10)

Êðîññ-âàëèäàöèÿ LOO (Leave-One-Out)

Äëÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêè êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè:

1. Èñêëþ÷èòü íàáëþäåíèå i èç îáó÷àþùåé âûáîðêè

2. Îöåíèòü LDA íà îñòàâøèõñÿ n− 1 íàáëþäåíèÿõ

3. Êëàññèôèöèðîâàòü íàáëþäåíèå i

4. Ïîâòîðèòü äëÿ âñåõ n íàáëþäåíèé

Ðàçîáðàííûé ïðèìåð: áàëàíñîâûå ïîêàçàòåëè

Èñõîäíûå äàííûå

Èñïîëüçóþòñÿ òå æå 24 ñèíòåòè÷åñêèõ ïðåäïðèÿòèÿ, ÷òî è â Ðóêîâîäñòâå 1 (ïîë-
íàÿ òàáëèöà äàííûõ ïðèâåäåíà òàì), ñ øåñòüþ ïîêàçàòåëÿìè: X1 äîëÿ ñîáñòâåííî-
ãî êàïèòàëà, X2 ëèêâèäíîñòü 2-é ñòåïåíè, X3 ïîêðûòèå âíåîáîðîòíûõ àêòèâîâ II,
X4 ðåíòàáåëüíîñòü ïðîäàæ, X5 ðåíòàáåëüíîñòü àêòèâîâ, X6 ðîñò âûðó÷êè (âñå
â %). Â îòëè÷èå îò Ðóêîâîäñòâ 1�3 çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíàÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòü ê ãðóïïàì: g = 3 ðåéòèíãîâûõ êëàññà A, B, C ïî ng = 8 ïðåäïðèÿòèé
(U01�U08: A, U09�U16: B, U17�U24: C). Ðàñ÷¼ò ñ z-ñòàíäàðòèçîâàííûìè ïåðåìåí-
íûìè è ðàâíûìè àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (ïî óìîë÷àíèþ); ñðåäíèå íà øàãå 1
ïðèâåäåíû â èñõîäíûõ åäèíèöàõ, êàê â èíñòðóìåíòå.

Öåëü äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà: îïðåäåëèòü, êàêèå ïîêàçàòåëè ëó÷øå âñåãî
ðàçäåëÿþò ðåéòèíãîâûå êëàññû, è íàéòè ïðàâèëî îòíåñåíèÿ íîâûõ ïðåäïðèÿòèé
ê êëàññó.
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Øàã 1: Ñòàòèñòèêè ãðóïï

Òàáëèöà 1: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî ãðóïïàì (â %)

Ãðóïïà X1 Ä.ÑÊ X2 Ëèêâ. X3 Ïîêð. X4 Ð. ïð. X5 Ð. àêò. X6 Ðîñò

Ðåéòèíã A (n = 8) 45.14 127.63 125.13 5.26 7.26 5.20

Ðåéòèíã B (n = 8) 34.13 99.38 96.75 8.55 11.16 11.71

Ðåéòèíã C (n = 8) 28.00 84.38 88.88 1.88 4.60 −0.36

Èòîãî (n = 24) 35.75 103.79 103.58 5.23 7.68 5.52

Ïðåäïðèÿòèÿ A îòëè÷àþòñÿ âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ, ïðåäïðèÿòèÿ B � âûñîêîé
äîõîäíîñòüþ; ó ïðåäïðèÿòèé C âñå ïîêàçàòåëè ñàìûå íèçêèå.

Øàã 2: Äèñêðèìèíàíòíûå ôóíêöèè

×èñëî äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé: min(p, g − 1) = min(6, 2) = 2.

Òàáëèöà 2: Ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ è îáúÿñí¼ííàÿ äèñïåðñèÿ

Ôóíêöèÿ Ñîáñòâ. çíà÷. λ r∗k Äèñï. Íàêîïë.

DF1 8.003 0.943 71.8% 71.8%
DF2 3.146 0.871 28.2% 100.0%

Ïðèìåð: r∗1 =
√

8.003/9.003 = 0.943; äîëÿ äèñïåðñèè DF1 = 8.003/(8.003+3.146) =
71.8%.

Ëÿìáäà Óèëêñà:

Λ =
1

1 + 8.003
· 1

1 + 3.146
= 0.1111 · 0.2412 = 0.0268 (î÷åíü õîðîøåå ðàçäåëåíèå),

òåñò Áàðòëåòòà: χ2 = −
(
24− 1− 6+3

2

)
ln 0.0268 = 18.5 · 3.620 = 66.96, df = 6 · 2 = 12,

p < 0.001.

Øàã 3: Ñòàíäàðòèçîâàííûå äèñêðèìèíàíòíûå êîýôôèöèåíòû

Òàáëèöà 3: Ñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû

Ïåðåìåííàÿ DF1 DF2

X1 Äîëÿ ÑÊ −0.038 0.193
X2 Ëèêâèäíîñòü 0.160 0.342
X3 Ïîêðûòèå àêòèâîâ 0.069 0.726
X4 Ðåíò. ïðîäàæ 0.748 −0.184
X5 Ðåíò. àêòèâîâ 0.488 −0.281
X6 Ðîñò âûðó÷êè 0.339 0.149

Èíòåðïðåòàöèÿ:
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� DF1 (71.8% ðàçäåëåíèÿ) � ôóíêöèÿ äîõîäíîñòè: íàèáîëüøèå âåñà ó ðåíòà-
áåëüíîñòè ïðîäàæ, ðåíòàáåëüíîñòè àêòèâîâ è ðîñòà.

� DF2 (28.2%) � ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè: äîìèíèðóþò ïîêðûòèå àêòèâîâ è
ëèêâèäíîñòü.

� Äîëÿ ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà èìååò â îáåèõ ôóíêöèÿõ ëèøü ìàëûå âåñà, õî-
òÿ çàìåòíî ðàçëè÷àåòñÿ ìåæäó ãðóïïàìè. Ïðè÷èíà: îíà òåñíî êîððåëèðóåò ñ
ëèêâèäíîñòüþ è ïîêðûòèåì àêòèâîâ; ñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû èçìå-
ðÿþò âêëàä ñâåðõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç íàõîäèò òå æå äâà èçìåðåíèÿ, ÷òî è
ÌÃÊ è ôàêòîðíûé àíàëèç, � íî âçâåøåííûå òàê, ÷òîáû ðåéòèíãîâûå êëàññû
ðàçäåëÿëèñü ìàêñèìàëüíî. Çíàêè äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíû; çåð-
êàëüíîå îòðàæåíèå ôóíêöèè íå ìåíÿåò ðåçóëüòàòîâ.

Øàã 4: Öåíòðîèäû ãðóïï â äèñêðèìèíàíòíîì ïðîñòðàíñòâå

Òàáëèöà 4: Öåíòðîèäû ãðóïï

Ãðóïïà Öåíòðîèä DF1 Öåíòðîèä DF2

Ðåéòèíã A 0.22 2.34
Ðåéòèíã B 3.13 −1.29
Ðåéòèíã C −3.35 −1.05

DF1 îòäåëÿåò âûñîêîäîõîäíûå ïðåäïðèÿòèÿ B îò ïðåäïðèÿòèé C (ðàññòîÿíèå 6.5),
DF2 âûäåëÿåò ïðåäïðèÿòèÿ A ñ èõ âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ ñðåäè äâóõ äðóãèõ
ãðóïï. Íà ãðàôèêå ãðóïï (DF1 vs. DF2) òðè êëàññà îáðàçóþò ÷¼òêî ðàçäåë¼ííûå
îáëàêà.

Øàã 5: Êëàññèôèêàöèÿ è êðîññ-âàëèäàöèÿ

Òàáëèöà 5: Ìàòðèöà îøèáîê êëàññèôèêàöèè (îáó÷àþùèå äàííûå)

Ïðîãíîç

Ôàêò A B C

Ðåéòèíã A 8 0 0
Ðåéòèíã B 0 8 0
Ðåéòèíã C 0 0 8

Òî÷íîñòü (ðåñóáñòèòóöèÿ): 100% (24 èç 24 ïðàâèëüíî).

Ýòà îöåíêà ñëèøêîì îïòèìèñòè÷íà, ïîñêîëüêó êàæäîå ïðåäïðèÿòèå êëàññèôè-
öèðóåòñÿ ôóíêöèåé, â îöåíêå êîòîðîé îíî ñàìî ó÷àñòâîâàëî. Êðîññ-âàëèäàöèÿ
leave-one-out (âêëþ÷àåòñÿ ôëàæêîì â èíñòðóìåíòå) äà¼ò 91.7% (22 èç 24): äâà
ïðåäïðèÿòèÿ A êëàññèôèöèðóþòñÿ íåâåðíî, åñëè îíè íå ó÷àñòâóþò â îöåíêå:

� U03→ ðåéòèíã C: óñòîé÷èâîñòü è ðåíòàáåëüíîñòü íèæå ñðåäíåãî (ñð. êëàñòåð-
íûé àíàëèç, Ðóêîâîäñòâî 3).
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� U07→ ðåéòèíã B: î÷åíü âûñîêèå ïîêàçàòåëè äîõîäíîñòè (ðåíòàáåëüíîñòü ïðî-
äàæ 8.8%, ðåíòàáåëüíîñòü àêòèâîâ 9.5%, ðîñò 10.1%) � ïðîôèëü äîõîäíîñòè,
êàê ó ïðåäïðèÿòèÿ B.

Ðàçíèöà â 8.3 ïðîöåíòíîãî ïóíêòà ìåæäó ðåñóáñòèòóöèåé è LOO-CV òèïè÷íà ïðè
n = 24 è p = 6 è ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó êðîññ-âàëèäàöèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ ìàëûõ
âûáîðîê.

Ðàáîòà ñ èíòåðàêòèâíûì èíñòðóìåíòîì LDA

Ââîä äàííûõ

Îñîáåííîñòü èíñòðóìåíòà LDA: ñòîëáåö GRP ñëåâà â òàáëèöå ðó÷íîãî ââîäà
ñîäåðæèò ìåòêè ãðóïï (òåêñò èëè ÷èñëà, íàïðèìåð ¾Setosa¿, ¾Õîðîøàÿ¿, ¾1¿).
Êàæäàÿ ñòðîêà äîëæíà ñîäåðæàòü ìåòêó ãðóïïû, ÷òîáû ïîïàñòü â àíàëèç.

Ïî óìîë÷àíèþ çàãðóæåíû áàëàíñîâûå ïîêàçàòåëè (3 ãðóïïû, ðåéòèíã A/B/C,
n = 24, p = 6). Äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû: Iris (3 ãðóïïû, n = 15, p = 4), êðå-
äèòîñïîñîáíîñòü (2 ãðóïïû, n = 21, p = 4) è ðûíî÷íûå ñåãìåíòû (3 ãðóïïû,
n = 24, p = 4). Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà íàä òàáëèöåé ââîäà ïîÿâëÿåòñÿ ïîÿñíèòåëü-
íûé áëîê (äàííûå, öåëü àíàëèçà, îæèäàåìûé ðåçóëüòàò); îí èñ÷åçàåò ïðè íàæàòèè
¾Î÷èñòèòü¿ èëè çàãðóçêå CSV-ôàéëà.

Âûáîð ïàðàìåòðîâ

Ñòàíäàðòèçàöèÿ
Z-ïðåîáðàçîâàíèå ðåêîìåíäóåòñÿ. Ïðè îäèíàêîâûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ ìîæ-
íî âûáðàòü ¾Áåç ñòàíäàðòèçàöèè¿ � íåñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû
òîãäà èíòåðïðåòèðóþòñÿ íàïðÿìóþ.

×èñëî äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé
Àâòîìàòè÷åñêè: min(p, g − 1) ôóíêöèé. Âðó÷íóþ: 1�3 ôóíêöèè (íå áîëåå
min(p, g− 1)); êëàññèôèêàöèÿ è ãðàôèêè òîãäà èñïîëüçóþò òîëüêî ýòè ôóíê-
öèè. Ëÿìáäà Óèëêñà âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì.

Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãðóïï
Ôëàæîê óñòàíîâëåí: ðàâíûå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè (âñå ãðóïïû ðàâíîâå-
ðîÿòíû). Ñòàíäàðò è ðåêîìåíäàöèÿ, åñëè àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè íåèçâåñò-
íû. Ôëàæîê ñíÿò: àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçìåðàì ãðóïï
(ng/n).

LOO-êðîññ-âàëèäàöèÿ
Ôëàæîê: âû÷èñëèòü òî÷íîñòü LOO (òðåáóåò áîëüøå ðåñóðñîâ). Ðåêîìåíäóåòñÿ
ïðè ìàëûõ âûáîðêàõ (n < 50).

Âêëàäêè ðåçóëüòàòîâ

Îáçîð
Ïîêàçàòåëè (n, ãðóïïû, äèñêð. ôóíêöèè, òî÷íîñòü) + òàáëèöà ëÿìáäû Óèëêñà
ñ îöåíêîé çíà÷èìîñòè + òàáëèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÄÔ ñ êàíîíè÷åñêèìè
êîððåëÿöèÿìè + òàáëèöà ñðåäíèõ ïî ãðóïïàì (â èñõîäíûõ åäèíèöàõ).
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Êîýôôèöèåíòû
Ñòàíäàðòèçîâàííûå è íåñòàíäàðòèçîâàííûå äèñêðèìèíàíòíûå êîýôôèöèåí-
òû ïî ôóíêöèÿì. Öåíòðîèäû ãðóïï â äèñêðèìèíàíòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Êëàññèôèêàöèÿ
Ìàòðèöà îøèáîê ñ öâåòîâîé êîäèðîâêîé (äèàãîíàëü � çåë¼íàÿ, îøèáêè �
êðàñíûå) + îáùàÿ òî÷íîñòü + òàáëèöà êëàññèôèêàöèè êàæäîãî íàáëþäåíèÿ.

Ãðàôèêè
Ãðàôèê ãðóïï (DF1 vs. DF2): äèàãðàììà ðàññåÿíèÿ âñåõ íàáëþäåíèé è öåíòðî-
èäîâ ãðóïï (ðîìáû) â äèñêðèìèíàíòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñòîëáöû äèñïåðñèè:
îáúÿñí¼ííàÿ äèñïåðñèÿ ïî äèñêð. ôóíêöèÿì. Ãðàôèê êîýôôèöèåíòîâ: ñòîëá-
÷àòàÿ äèàãðàììà ñòàíäàðòèçîâàííûõ àáñîëþòíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ DF1.

Èíòåðïðåòàöèÿ
Àâòîìàòè÷åñêèé òåêñò: ëÿìáäà Óèëêñà, òåñò Áàðòëåòòà, âàæíåéøèå äèñêðè-
ìèíàòîðû, ñðàâíåíèå LOO-CV.

Ýêñïîðò
CSV: êîýôôèöèåíòû, êëàññèôèêàöèÿ, äèñêðèìèíàíòíûå áàëëû. PNG: ãðà-
ôèê ãðóïï, ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ.

Òèïè÷íûé ðàáî÷èé ïðîöåññ

1. Çàãðóçèòü äàííûå ñî ñòîëáöîì GRP (â êàæäîé ãðóïïå ≥ 2 íàáëþäåíèé)

2. Îñòàâèòü ñòàíäàðòèçàöèþ Z-ïðåîáðàçîâàíèå

3. Àêòèâèðîâàòü ôëàæîê LOO-CV (ïðè n < 100)

4. Íàæàòü ¾Âû÷èñëèòü LDA¿

5. Âêëàäêà ¾Îáçîð¿: ïðîâåðèòü Λ Óèëêñà è p-çíà÷åíèå Áàðòëåòòà

6. Âêëàäêà ¾Êîýôôèöèåíòû¿: êàêèå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþò ñèëüíåå âñåãî?

7. Âêëàäêà ¾Êëàññèôèêàöèÿ¿: àíàëèç ìàòðèöû îøèáîê � êàêèå ãðóïïû ïóòà-
þòñÿ?

8. Âêëàäêà ¾Ãðàôèêè¿: ãðàôèê ãðóïï � ðàçäåëèìû ëè ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå
DF1-DF2?

9. LOO-CV vs. îáó÷åíèå: áîëüøàÿ ðàçíèöà óêàçûâàåò íà ïåðåîáó÷åíèå

Âàæíûå çàìå÷àíèÿ:
� Êàæäàÿ ãðóïïà äîëæíà ñîäåðæàòü ìèíèìóì 2 íàáëþäåíèÿ.

� Ïðàêòè÷åñêîå ïðàâèëî: n ≥ 5 · p íà ãðóïïó äëÿ ñòàáèëüíîãî LDA.
� Ïðåäïîñûëêè: ìíîãîìåðíàÿ íîðìàëüíîñòü è îäíîðîäíîñòü ìàòðèö êîâà-
ðèàöèè (ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü) ïî ãðóïïàì.

� Ïðè íàðóøåííîé ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè: êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíòíûé
àíàëèç (QDA).

� Òî÷íîñòü â èíñòðóìåíòå � ýòî ñóáñòèòóöèîííàÿ îöåíêà, êîòîðàÿ çàâû-
øàåò èñòèííóþ òî÷íîñòü; LOO-CV äà¼ò íåñìåù¼ííóþ îöåíêó.
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� Âûðîæäåííàÿ SW ïðè n < p èëè èäåàëüíîé ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè: èñ-
ïîëüçîâàòü áîëüøå íàáëþäåíèé èëè ìåíüøå ïåðåìåííûõ.

Ñâîäêà ôîðìóë

Òàáëèöà 6: Ôîðìóëû äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà

Îáîçíà÷åíèå Ôîðìóëà

Âíóòðèãðóïï. ìàòðèöà SW =
∑

i

∑
j∈Ci

(xj − x̄i)(xj − x̄i)
⊤

Ìåæãðóïïîâàÿ ìàòðèöà SB =
∑

i ni(x̄i − x̄)(x̄i − x̄)⊤

Çàäà÷à íà ñîáñòâ. çíà÷. SBw = λSWw

Ñòàíä. êîýôôèöèåíò wkj

√
(SW )jj/(n− g)

Äèñêðèìèíàíòíûé áàëë dik = w⊤
k xi

Êàíîíè÷åñêàÿ êîððåëÿöèÿ r∗k =
√

λk/(1 + λk)

Ëÿìáäà Óèëêñà Λ =
∏

k 1/(1 + λk)

Áàðòëåòò χ2 −(n− 1− (p+ g)/2) lnΛ, df = p(g − 1)

Êëàññèôèêàöèÿ g∗ = argming

[∑
k(dik − d̄gk)

2 − 2 lnπg

]
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