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Постановка задачи

Несколько метрически масштабированных признаков X 1, X 2,...,XK

Первичные списки для каждого метрически масштабированного признака:

xk
1 , x

k
2 , ...x

k
n , ∀k = 1, 2, ...K

Можно ли статистически доказать наличие связи между признаками? ⇒
Корреляционный анализ

Вывод математической формулы для описания связи, напр.:

X 1 = F (X 2,X 3, ...,XK )

⇒ Регрессионный анализ

Ограничение: пока K = 2 ⇒ только два признака
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2. Корреляционный и регрессионный анализ –
Содержание

• 3.1 Корреляционный анализ
• 3.2 Простая линейная регрессия
• 3.3 Простая нелинейная регрессия
• 3.4 Множественная регрессия
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Двумерное распределение частот

Пусть X и Y – два метрически масштабированных признака с
двумя первичными списками:

x1, x2, ...xn

y1, y2, ...yn

или двумерный первичный список:

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)
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Двумерное распределение частот
Рассматриваем несовпадающие значения признаков (ξl , l = 1, 2, ...,m1 и
νr , r = 1, 2, ...,m2) обоих признаков и соответствующие абсолютные /
относительные частоты nlr/plr . Тогда можно образовать следующие пары
данных:

(ξl , νr ) при l = 1, 2, ...,m1 и r = 1, 2, ...,m2

(nlr ) при l = 1, 2, ...,m1 и r = 1, 2, ...,m2

(plr ) при l = 1, 2, ...,m1 и r = 1, 2, ...,m2

Где обозначают:

nlr − число появлений (ξl , νr )

plr =
nlr
n
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Пример – данные

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y
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Пример – одномерные распределения частот

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y



Введение 3.1. Корреляционный анализ 3.2 Линейная регрессия 3.3 Нелинейная регрессия 3.4 Множественная регрессия

Двумерное распределение частот

Совместное двумерное распределение частот

Определение: Абсолютное распределение частот – это соответствие
несовпадающих значений признака их абсолютным частотам:

f : (ξl , νr ) → nlr = f ((ξl , νr ))

Определение: Относительное распределение частот – это соответствие
несовпадающих значений признака их относительным частотам:

f : (ξl , νr ) → plr = f ((ξl , νr ))
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Пример – двумерное абсолютное распределение
частот

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y
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Пример – двумерное относительное распределение
частот

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y
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Двумерное распределение частот

Маргинальные частоты

Определение:

Абсолютные маргинальные частоты признака X и Y:

nl∗ =

m2∑
r=1

nlr

n∗r =

m1∑
l=1

nlr
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Двумерное распределение частот

Определение:

Относительные маргинальные частоты признака X и Y:

pl∗ =
nl∗
n

=

m2∑
r=1

plr

p∗r =
n∗r
n

=

m1∑
l=1

plr
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Двумерное распределение частот
Маргинальные распределения

Определение: Абсолютное маргинальное распределение – это соответствие
несовпадающих значений признаков X и Y их абсолютным маргинальным
частотам:

f : (ξl ) → nl∗ = f ((ξl ))

f : (νr ) → n∗r = f ((νr ))

Определение: Относительное маргинальное распределение – это соответствие
несовпадающих значений признаков X и Y их относительным маргинальным
частотам:

f : (ξl ) → pl∗ = f ((ξl ))

f : (νr ) → p∗r = f ((νr ))
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Пример – абсолютные маргинальные частоты

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y
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Содержание
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• 3.1.4 Метрический корреляционный анализ
• 3.1.5 Ранговый корреляционный анализ
• 3.1.6 Множественный корреляционный анализ
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Таблица сопряжённости

r 1 2 ... m2

m2∑
r=1

nlr

l X /Y ν1 ν2 ... νm2

1 ξ1 n11 n12 ... n1m2 n1∗

2 ξ2 n21 n22 ... n2m2 n2∗

... ... ... ... ... ... ...

m1 ξm1 nm11 nm12 ... nm1m2 nm1∗
m1∑
l=1

nlr n∗1 n∗2 ... n∗m2 n
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Пример – абсолютная таблица сопряжённости

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y
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Таблица сопряжённости с группировкой по
интервалам

r 1 2 ... m2

m2∑
r=1

nlr

l X /Y I1 I2 ... Im2

1 I1 n11 n12 ... n1m2 n1∗

2 I2 n21 n22 ... n2m2 n2∗

... ... ... ... ... ... ...

m1 Im1 nm11 nm12 ... nm1m2 nm1∗
m1∑
l=1

nlr n∗1 n∗2 ... n∗m2 n
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Пример

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ
(г/км) – Y
(с группировкой по интервалам)
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Пример

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ
(г/км) – Y
(с группировкой по интервалам)
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Пример

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ
(г/км) – Y
(с группировкой по интервалам)
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Условные частоты
Условные частоты: рассмотрение одного признака при фиксировании другого
на некотором значении

Определение: Условные частоты признака X при фиксированном Y:

pl|r =
plr

p∗r
=

nlr

n∗r

Определение: Условные частоты признака Y при фиксированном X:

pr|l =
plr

pl∗
=

nlr

nl∗

Определение: Относительное условное распределение – соответствие
несовпадающих значений признаков X и Y их условным частотам:

f : (ξl ) → pl|r = f (ξl |νr )

f : (νr ) → pr|l = f ((νr |ξl )
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Пример – относительная таблица сопряжённости
Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ (г/км) – Y

pl/r = p1/1 =
pl1

p∗1
=

0,1

0,1
= 1

pr/l = p1/1 =
pl1

p1∗
=

0,1

0,2
= 0,5

pl/r = p1/2 =
pl2

p∗2
=

0,1

0,4
= 0,25

pr/l = p1/2 =
pl2

p1∗
=

0,1

0,1
= 0,5
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Пример – условные частоты

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих
веществ (г/км) – Y
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Независимость

Исходная точка – условные частоты: рассмотрение одного
признака при фиксировании другого на некотором значении

Определение: Признаки X и Y называются независимыми тогда и
только тогда, когда выполняется:

nlr =
nl∗
n

· n∗r
n

или
plr = pl∗ · p∗r или
pl|r = pl∗ или
pr |l = p∗r
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Пример
Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ (г/км)
– Y
Независимость
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Эмпирическая ковариация

Определение: Пусть X и Y – два метрически
масштабированных признака. Значения этих двух признаков
получены у n статистических единиц:

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)

Тогда эмпирическая ковариация dXY определяется следующим
образом:

dXY =
1
n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)
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Эмпирическая ковариация

dXY =
1
n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

поскольку

dXY =
1
n

n∑
i=1

xiyi − y
1
n

n∑
i=1

xi − x
1
n

n∑
i=1

yi + x · y =

=
1
n

n∑
i=1

xiyi − x · y =

= xy − x · y
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Свойства эмпирической ковариации

• dXY измеряет силу линейной связи между признаками X и Y.

• Относительно знака:

• dXY < 0 – обратная связь
• dXY = 0 – нет связи
• dXY > 0 – прямая связь

• dXY имеет размерность
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Свойства эмпирической ковариации – продолжение

• Симметричная характеристика (матрица дисперсий-ковариаций)(
dXX dXY
dYX dYY

)
где

dXY = dYX

dXX = d2
X

• Линейное преобразование: x̃i = α1 + β1xi и ỹi = α2 + β2yi

dX̃ Ỹ = β1β2dXY
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Коэффициент корреляции

Определение: Пусть X и Y – два метрически масштабированных признака.
Значения получены у n статистических единиц:

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)

Тогда эмпирический простой линейный коэффициент корреляции rXY
определяется:

rXY =
dXY√
d2
X

√
d2
Y

Синонимы:
• Бивариантный или двойной коэффициент корреляции
• Метрический коэффициент корреляции по БРАВЭ и ПИРСОНУ
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Свойства коэффициента корреляции

• rXY измеряет силу линейной связи между признаками X и Y.
Область значений: −1 ≤ rXY ≤ 1

• Выполняется:

rXY = 1 ⇒ полная положительная корреляция
0 ≤ rXY ≤ 1 ⇒ положительная корреляция

rXY = 0 ⇒ некоррелированность
−1 ≤ rXY ≤ 0 ⇒ отрицательная корреляция

rXY = −1 ⇒ полная отрицательная корреляция

• rXY безразмерен
• Нормированная характеристика
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Свойства коэффициента корреляции – продолжение

• Симметричная характеристика (матрица корреляций)(
rXX rXY
rYX rYY

)
где

rXY = rYX

rXX = 1

• Линейное преобразование:

rX̃ Ỹ =
β1 · β2

|β1| · |β2|
· rXY ⇒∣∣rX̃ Ỹ

∣∣ = |rXY |
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Пример – корреляция / эмпирическая ковариация

dXY = xy − x · y = 878,5 − 6,4 · 136,5 = 0,805

d2
x =

1
n

n∑
i=1

(xi − x)2 = 0,07

d2
y =

1
n

n∑
i=1

(yi − y)2 = 20,3

rXY =
dXY√
d2
X

√
d2
Y

=
0,805

√
0,07

√
20,3

=
0,805
1,174

= 0,686
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Корреляция / эмпирическая ковариация –
графическая интерпретацияПример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ (г/км)

– Y
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Корреляция / эмпирическая ковариация –
графическая интерпретация

Пример: процентные ставки 2007
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Матрица корреляций / матрица
дисперсий-ковариаций

Пример: процентные ставки 2007



Введение 3.1. Корреляционный анализ 3.2 Линейная регрессия 3.3 Нелинейная регрессия 3.4 Множественная регрессия

Корреляция / линейная связь – графическая
интерпретацияПример: процентные ставки 2007

=⇒ см. 3.2 Простая линейная регрессия
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Введение в SPSS – темы

Статистические темы: дескриптивная статистика

• Частоты – продолжение
• Дескриптивная статистика – продолжение
• Бивариантные корреляции
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Метрическая корреляция – пример

с Excel:

Пример 1: BeispielW95.xls
Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить ковариации, коэффициенты корреляции и
матрицу ковариаций

с SPSS:

Пример 1: World95.sav.xls
Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить коэффициенты корреляции
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Содержание

• 3.1.1 Двумерное распределение частот
• 3.1.2 Контингентный анализ
• 3.1.3 Условные частоты / Независимость
• 3.1.4 Метрический корреляционный анализ
• 3.1.5 Ранговый корреляционный анализ
• 3.1.6 Множественный корреляционный анализ
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Ранговая корреляция
Определение: Пусть X – хотя бы порядково масштабированный признак.
Для признака имеется ранговый ряд порядкового набора данных:

x1 ≤ x2 ≤ ...,≤ xn

Тогда порядковый номер i, присвоенный значению признака xi , называется
ранговым числом и обозначается RX

i .

Проблема: одинаковые значения признака (связанные ранги).

SPSS: среднее арифметическое, макс., мин., сквозная нумерация

Здесь:

среднее арифметическое ⇒ n·(n+1)
2 =

n∑
i=1

RX
i или

сквозная нумерация ⇒ n·(n+1)
2 =

n∑
i=1

RX
i
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Ранговая корреляция
Определение: Пусть X и Y – два хотя бы порядково
масштабированных признака. Значения получены у n
статистических единиц:

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)

Каждой паре значений (xi , yi ) соответствует пара ранговых
чисел (RX

i ,RY
i ). Тогда величина:

rS = 1 −
6 ·

n∑
i=1

(RX
i − RY

i )2

n(n2 − 1)

называется ранговым коэффициентом корреляции
СПИРМЕНА.
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Ранговая корреляция – интерпретация

• rS измеряет силу линейной связи между признаками X и Y. Область
значений: −1 ≤ rS ≤ 1

• Относительно знака:

• rS < 0 – обратная связь
• rS = 0 – нет связи
• rS > 0 – прямая связь

• Если rS близко к нулю – связи нет; если rS близко к 1 или -1 – есть
прямая или обратная связь.
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Ранговая корреляция – пример
Пример: расход бензина / выброс загрязняющих веществ 2007

rS = 1 −
6 · 42

10(100 − 1)
= 0,745
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Темы SPSS

Статистические темы: дескриптивная статистика

• Бивариантные корреляции – продолжение
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Ранговая корреляция – пример

с Excel:

Пример 1: BeispielW95.xls
Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить ранговые коэффициенты корреляции

с SPSS:

Пример 1: World95.sav.xls
Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить ранговые коэффициенты корреляции
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Содержание

• 3.1.1 Двумерное распределение частот
• 3.1.2 Контингентный анализ
• 3.1.3 Условные частоты / Независимость
• 3.1.4 Метрический корреляционный анализ
• 3.1.5 Ранговый корреляционный анализ
• 3.1.6 Множественный корреляционный анализ
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Постановка задачи
Ранее: X и Y – два метрически масштабированных признака с двумя первичными списками:

x1, x2, ...xn

y1, y2, ...yn

или двумерный первичный список: (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)

Теперь: Xj , j = 1, 2, ...,m – метрически масштабированные признаки с m первичными списками:

x11, x12, ..., x1m

x21, x22, ..., x2m

· · ·
xn1, xn2, ..., xnm

или m-мерный первичный список:

(x11, x12, ..., x1m), (x21, x22, ..., x2m), ..., (xn1, xn2, ..., xnm)
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Эмпирические ковариации

Определение: Xj , j = 1, 2, ...,m – метрически масштабированные признаки.
Значения получены у n статистических единиц. Тогда эмпирическая ковариация
djk определяется:

djk =
1
n

n∑
i=1

(xij − xj )(xik − xk ) = xjxk − xj · xk

Матрица ковариаций:

Σ =


d11 d12 · · · d1m
d21 d22 · · · d2m
· · · · · · · · · · · ·
dm1 dm2 · · · dmm


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Эмпирические коэффициенты корреляции

Определение: Xj , j = 1, 2, ...,m – метрически масштабированные признаки. Тогда
коэффициент корреляции rjk :

rjk =
djk√

d2
jj

√
d2
kk

Матрица корреляций:

P =


r11 r12 · · · r1m
r21 r22 · · · r2m
· · · · · · · · · · · ·
rm1 rm2 · · · rmm


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Введение в SPSS – темы

Статистические темы: дескриптивная статистика

• Бивариантные корреляции – продолжение
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Множественная корреляция – пример

с Excel:

Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить матрицу корреляций и матрицу ковариаций

с SPSS:

Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить коэффициенты корреляции
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2. Корреляционный и регрессионный анализ –
Содержание

• 3.1 Корреляционный анализ
• 3.2 Простая линейная регрессия
• 3.3 Простая нелинейная регрессия
• 3.4 Множественная регрессия



Введение 3.1. Корреляционный анализ 3.2 Линейная регрессия 3.3 Нелинейная регрессия 3.4 Множественная регрессия

Содержание

• 3.2.1 Постановка задачи и вывод
• 3.2.2 Интерпретация и пример
• 3.2.3 Эластичности
• 3.2.4 Меры качества
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Постановка задачи

Определение: Пусть X и Y – два метрически масштабированных признака.
Значения получены у n статистических единиц:

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)

Линейная функция y∗ = f (x) = b0 + b1 · x для описания статистической
зависимости признака Y от признака X называется простой линейной
регрессией Y на X.
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Постановка задачи

y∗ = f (x) = b0 + b1 · x

Обозначения:

X – регрессор, независимая или экзогенная переменная
Y – регрессант, зависимая или эндогенная переменная
x – реализация признака X (x ∈ R)
y – реализация признака Y (y ∈ R)
y∗ = f (x) = b0 + b1 · x – регрессионное значение (реализация y при
заданном x)
b0 – константа регрессии (intercept)
b1 – линейный коэффициент регрессии (slope)
u = y − y∗ – ошибка (остаток)
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Постановка задачи

Линейная регрессионная функция: y∗ = f (x) = b0 + b1 · x , x ∈ R

x – наблюдаемое значение признака X
y∗ = y∗(x) – вычисленное (расчётное) значение признака Y
y – наблюдаемое значение признака Y

ui = yi − y∗
i остаток (ошибка)

yi = y∗
i + ui = b0 + b1 · xi + ui

Требование:
n∑

i=1

u2
i =

n∑
i=1

(yi − (b0 + b1 · xi ))2 = MIN

⇒ Метод наименьших квадратов
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Вывод
Вывод метода наименьших квадратов

S(b0, b1) =
n∑

i=1

(yi − (b0 + b1 · xi ))2 = MIN

Задача на экстремум функции двух переменных (b0, b1)

Необходимое условие:

∂S(b0, b1)

∂b0
= 0

∂S(b0, b1)

∂b1
= 0
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Вывод – продолжение

Необходимое условие:

∂S(b0, b1)

∂b0
= −2

n∑
i=1

(yi − (b0 + b1 · xi )) = 0

∂S(b0, b1)

∂b1
= −2

n∑
i=1

(yi − (b0 + b1 · xi )) · xi = 0
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Вывод – продолжение

Система уравнений:

b0n + b1

n∑
i=1

xi =
n∑

i=1

yi

b0

n∑
i=1

xi + b1

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

yixi
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Решение системы уравнений

b0 = y − b1x

b1 =

n
n∑

i=1
xiyi −

n∑
i=1

xi
n∑

i=1
yi

n
n∑

i=1
x2
i − (

n∑
i=1

xi )2
=

dYX

d2
X
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Вывод – продолжение

S(b0, b1) =
n∑

i=1

(yi − (b0 + b1 · xi ))2 = MIN

Достаточное условие:

∂2S(b0, b1)

∂b2
0

= 2n > 0

∂2S(b0, b1)

∂b2
1

= 2
n∑

i=1

x2
i > 0



Введение 3.1. Корреляционный анализ 3.2 Линейная регрессия 3.3 Нелинейная регрессия 3.4 Множественная регрессия

Вывод матричная запись

Уравнение y = f (x) = b0 + b1 · x + u выполняется для всех наблюдений
первичного списка:

y1 = b0 + b1x1 + u1
y2 = b0 + b1x2 + u2
· · ·
yn = b0 + b1xn + un

или в матричной записи:
y1
y2
· · ·
yn

 =


1 x1
1 x2
· · · · · ·
1 xn

 ·
(

b0
b1

)
+


u1
u2
· · ·
un


или компактно: y = X · b + u
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Операции с матрицами

• (A · B)T = BT · AT

• ∂(A·B)
∂A

= B

• ∂(AT ·B)
∂A

= B

• ∂(A(x)·B(x))
∂x

= ∂A(x)
∂x

· B(x) + ∂B(x)
∂x

· A(x)
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Вывод

Исходная точка: y = X · b + u
Правила: (A+ B)T = AT + BT и (AB)T = BTAT

Задача на экстремум:

S(b) = uTu = (y − Xb)T (y − Xb) → MIN

∂S(b)

∂b
= −2XT y + 2XTXb = 0

Система нормальных уравнений:
XTXb = XT y =⇒

Решение:

b = (XTX )−1XT y
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Содержание

• 3.2.1 Постановка задачи и вывод
• 3.2.2 Интерпретация и пример
• 3.2.3 Эластичности
• 3.2.4 Меры качества
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Реалистичный пример
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Графическая интерпретация

Пример: расход топлива (л/100 км) – X и выброс загрязняющих веществ (г/км)
– Y
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Вычисления

b0 =
1415,0 · 419,7 − 64,7 · 9173,1

10 · 419,7 − 4186,09
= 29,31

b1 =
10 · 9173,1 − 64,7 · 1415,0

10 · 419,7 − 4186,09
= 17,34
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Интерпретация

Единицы измерения: X – расход топлива [ 100 ], Y – выброс загрязнений [ ]

y∗ = 29,31 + 17,34 · x

Интерпретация коэффициентов b0 и b1:
• b0 – если x = 0 (нет расхода топлива!), тем не менее выброс

составляет 29,31 [ ]. =⇒ Выброс, не зависящий от расхода топлива.
• b1 – при расходе топлива на 1 100 выброс составляет 17,34 , или при

увеличении / уменьшении расхода на 1 100 выброс растёт /
снижается на 17,34 .
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Графическая интерпретация
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Свойства линейной регрессии

1. y∗(x) = y

2. y∗ = y

3. d2
y∗ = b2

1 · d2
x

4.
n∑

i=1
ui = 0

5. Связь между b1 и rxy : b1 · dx
dy

= rxy
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Содержание

• 3.2.1 Постановка задачи и вывод
• 3.2.2 Интерпретация и пример
• 3.2.3 Эластичности
• 3.2.4 Меры качества
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Предельная функция / абсолютное изменение

Определение: Пусть y∗(x) – непрерывная бивариантная регрессионная функция.
Тогда первая производная y

′∗(x) называется предельной функцией
регрессионной функции:

y ′∗(x) =
dy∗(x)

dx

Значение в точке x0 называется среднеабсолютным изменением или
среднеабсолютной эластичностью.
Если регрессионная функция линейна (y∗ = b0 + b1 · x), то:

y ′∗(x0) = b1 ∀x = x0
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Эластичность / функция эластичности

Определение: функция ϵ(x) называется функцией эластичности регрессионной
функции:

ϵ(x) =
x

y∗(x)
·
dy∗(x)

dx

Значение в точке x0 – эластичность переменной Y или среднеотносительное
изменение.
Если y∗ = b0 + b1 · x :

ϵ(x) =
b1 · x

b0 + b1 · x
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Эластичность / интерпретация
Оценка реакции переменной Y на изменение X:

|ϵ(x0)| > 1 сверхпропорционально эластично
|ϵ(x0)| = 1 пропорционально эластично
|ϵ(x0)| < 1 недопропорционально эластично

y∗ = 29,31 + 17,34 · x

y ′∗(x0) = b1 = 17,34 ∀x = x0

ϵ(x0) =
17,34 · 6,5

29,31 + 17,34 · 6,5
= 0,7936 при x0 = 6,5

=⇒ |ϵ(x0)| < 1 =⇒ недопропорционально
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Эластичность / интерпретация

y∗ = 29,31 + 17,34 · x

• y ′∗(x0) – среднеабсолютное изменение переменной Y
при увеличении/уменьшении расхода топлива на 1 100 выброс
растёт/снижается на 17,34 .

• ϵ(x0) – эластичность переменной Y
при увеличении/уменьшении расхода топлива на 1 процент выброс
растёт/снижается на 0,79 процента.
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Содержание

• 3.2.1 Постановка задачи и вывод
• 3.2.2 Интерпретация и пример
• 3.2.3 Эластичности
• 3.2.4 Меры качества
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Дисперсия / стандартное отклонение остатков

Определение: Дисперсия остатков (среднеквадратическая ошибка
регрессии) d2

u :

d2
u =

1
n

n∑
i=1

u2
i =

1
n

n∑
i=1

(yi − y∗
i )

2

Определение: Стандартное отклонение остатков:

du =
√
d2
u
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Коэффициент детерминации
Интерпретация:

R2 =
объяснённое отклонение

общее отклонение
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Коэффициент детерминации

R2 =

n∑
i=1

(y∗
i − y)2

n∑
i=1

(yi − y)2
=

d2
y∗

d2
y

= 1 −
d2
u

d2
y
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Требования к мерам качества

Чтобы использовать меры качества для сравнения различных моделей,
должны выполняться условия:

1. Эндогенная переменная в сравниваемых моделях должна быть
идентичной (числовые значения должны совпадать).

2. Число экзогенных параметров в сравниваемых моделях должно быть
одинаковым.

3. Модели имеют параметр уровня (b0).



Введение 3.1. Корреляционный анализ 3.2 Линейная регрессия 3.3 Нелинейная регрессия 3.4 Множественная регрессия

Введение в SPSS – темы

Статистические темы: дескриптивная статистика

• Линейная регрессия
• Диаграммы (последовательность) – продолжение
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Линейная регрессия – пример

с Excel:

Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить уравнение регрессии и меры качества

с SPSS:

Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: оценить коэффициенты, анализ ANOVA и других таб-
лиц, графическое представление результатов
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2. Корреляционный и регрессионный анализ –
Содержание

• 3.1 Корреляционный анализ
• 3.2 Простая линейная регрессия
• 3.3 Простая нелинейная регрессия
• 3.4 Множественная регрессия
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Содержание

• 3.3.1 Постановка задачи
• 3.3.2 Линеаризация
• 3.3.3 Эластичности
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Вводный пример
Пример: концентраты (в 50 кг/год) X и молочная продуктивность (л/год) Y за
12 лет

Источник: von Auer, Эконометрика, Берлин, Гейдельберг, Нью-Йорк, 1999
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Содержание

• 3.3.1 Постановка задачи
• 3.3.2 Линеаризация
• 3.3.3 Эластичности
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Линеаризуемые функции

Преобразование нелинейных функций в линейные: линеаризация

Тип функции Уравнение функции Линеаризованная функция

логарифмическая ey = e(b0+u)xb1 y = b0 + b1ln(x) + u

y = b0 + b1ln(x) + u

экспоненциальная y = eb0+b1x+u ln(y) = b0 + b1x + u

обратная y = b0 − b1
1
x
+ u y = b0 + b1z + u, z = 1

x

степенная y = b0xb1eu ln(y) = ln(b0) + b1ln(x) + u
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Линеаризуемые функции

Используемые преобразованные величины:

Тип функции Линеаризованная функция Используемые наблюдения

логарифмическая y = b0 + b1ln(x) + u y , ln(x)

экспоненциальная ln(y) = b0 + b1x + u ln(y), x

обратная y = b0 + b1z + u, z = 1
x

y , 1
x

степенная ln(y) = ln(b0) + b1ln(x) + u ln(y), ln(x)
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Проблемы

Техника линеаризации порождает следующие проблемы:
• Ошибки u имеют разные единицы измерения для каждой линеаризованной

функции. Поэтому сравнение качества модели с помощью дисперсии
остатков и коэффициента детерминации недопустимо.

• Не все нелинейные функции поддаются линеаризации.
• Необходимо проверить, сохраняются ли все статистические свойства при

линейном преобразовании.
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Линеаризуемые функции в SPSS

=⇒ Вычисление в SPSS (подгонка кривой)
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Ход кривых
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Пример
Пример: концентраты (50 кг/год) X и молочная продуктивность (л/год) Y за 12
лет

Источник: von Auer, Эконометрика, Берлин, Гейдельберг, Нью-Йорк, 1999



Введение 3.1. Корреляционный анализ 3.2 Линейная регрессия 3.3 Нелинейная регрессия 3.4 Множественная регрессия

Пример – подход

Шаги:

1. Выбор линеаризуемой функции по графику
⇒ логарифмическая, экспоненциальная

2. Преобразование исходных значений

3. Решение линеаризованной задачи

4. Формулировка нелинейного уравнения оценки
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Пример – линеаризация и решение линейной задачи

Логарифмическая: y = b0 + b1ln(x) + u

Преобразование: x → ln(x) ⇒ z = ln(x)

Линейные коэффициенты: b0 = 3818,334, b1 = 1268,803

Линейное уравнение регрессии: y = 3818,334 + 1268,803 ln(x) + u

Нелинейное уравнение: ey = e(3818,334+u)x1268,803
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Пример – преобразование исходных значений
Пример: концентраты (50 кг/год) X и молочная продуктивность (л/год) Y за 12
лет

=⇒ здесь нужно только ln(y)
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Пример – линеаризация и решение
(экспоненциальная)

Экспоненциальная: y = eb0+b1x+u ⇒ ln(y) = b0 + b1x + u
Преобразование: y → ln(y) ⇒ z = ln(y)
Коэффициенты: b0 = 8,5236, b1 = 0,018315

Линейное уравнение: ln(y) = 8,5236 + 0,018315 x + u

Нелинейное уравнение: y = e8,5236+0,018315 x+u
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Содержание

• 3.3.1 Постановка задачи
• 3.3.2 Линеаризация
• 3.3.3 Эластичности
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Эластичности

Предельные изменения dy
dx

:

Тип функции Уравнение Предельные функции

логарифмическая y = b0 + b1ln(x) + u b1x−1

экспоненциальная y = eb0+b1x+u b1eb0+b1x

обратная y = b0 − b1
1
x
+ u −b1x−2

степенная y = b0xb1eu b0b1xb1−1
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Эластичности

Эластичности dy
dx

· x
y
:

Тип Уравнение Предельные Эластичности

лог. y = b0 + b1 ln(x) b1x
−1 b1[b0 + b1 ln(x)]

−1

эксп. y = eb0+b1x b1e
b0+b1x b1x

обр. y = b0 − b1
1
x

−b1x
−1 −b1[b0x + b1]

−1

степ. y = b0x
b1 eu b0b1x

b1−1 b1
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Введение в SPSS – темы

Статистические темы: дескриптивная статистика

• Подгонка кривой
• Нелинейная регрессия
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Нелинейная регрессия – пример

с Excel:

Пример: ???

Задание: определить уравнение регрессии и меры качества

с SPSS:

Пример: ???

Задание: оценить коэффициенты, анализ ANOVA и других таб-
лиц, графическое представление результатов
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2. Корреляционный и регрессионный анализ –
Содержание

• 3.1 Корреляционный анализ
• 3.2 Простая линейная регрессия
• 3.3 Простая нелинейная регрессия
• 3.4 Множественная регрессия
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Содержание

• 3.4.1 Определение и вывод
• 3.4.2 Меры качества
• 3.4.3 Пример
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Определение

Определение: Y и Xj , j = 1, 2, ...,m – метрически масштабированные признаки.
Значения получены у n единиц:

(y1, x11, ..., x1m), (y2, x21, ..., x2m), ..., (yn, xn1, ..., xnm)

Линейная функция y∗ = b0 +
m∑
j=1

bj · xj для описания статистической зависимости

Y от Xj называется множественной линейной регрессией.

Xj – регрессоры, независимые или экзогенные переменные
Y – регрессант, зависимая или эндогенная переменная
b0 – константа регрессии (intercept)
bj – линейные коэффициенты регрессии, b = (b1, ..., bm)

y∗ = b0 + bx
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Определение


y1
y2
· · ·
yn

 =


1 x11 · · · x1m
1 x21 · · · x2m
· · · · · · · · · · · ·
1 xn1 · · · xnm

 ·


b0
b1
· · ·
bm

+


u1
u2
· · ·
un


или компактно: y = X · b + u
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Вывод

Исходная точка: y = X · b + u

Задача на экстремум:

S(b) = uTu = (y − Xb)T (y − Xb) → MIN

· · ·

Система нормальных уравнений:

XTXb = XT y

=⇒

Решение:

b = (XTX )−1XT y
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Содержание

• 3.4.1 Определение и вывод
• 3.4.2 Меры качества
• 3.4.3 Пример
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Меры качества

Сумма квадратов остатков:

uTu = (y − Xb)T (y − Xb)

Коэффициент детерминации:

R2 = 1 − uTu
yT y−ny

Скорректированный коэффициент детерминации:

R2 = 1 − (1 − R2) n−1
n−k−1 , где k – число экзогенных переменных
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Содержание

• 3.4.1 Определение и вывод
• 3.4.2 Меры качества
• 3.4.3 Пример
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Пример

Пример из лекции 3
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Введение в SPSS – темы

Статистические темы: дескриптивная статистика

• Линейная регрессия
• Методы выбора независимых переменных
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Введение в SPSS – темы

1. Включение (регрессия). Процедура выбора переменных, при которой
все переменные блока включаются за один шаг.

2. Пошаговый отбор. На каждом шаге включается независимая
переменная, ещё не входящая в уравнение, если критерий отбора
выполнен.

3. Исключение (выбор переменных). Метод выбора переменных, при
котором все переменные блока исключаются за один шаг.

4. Обратное исключение. Метод выбора переменных, при котором все
переменные включаются в уравнение, а затем последовательно
исключаются.

5. Прямой отбор. Метод пошагового выбора переменных, при котором
переменные последовательно включаются в модель.
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Множественная линейная регрессия – пример

с Excel:

Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: определить уравнение регрессии и меры качества

с SPSS:

Пример 2: Zinssaetze 2007_2.xls

Задание: оценить коэффициенты, анализ ANOVA и других таб-
лиц, графическое представление результатов
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Множественная нелинейная регрессия – пример

с Excel:

Пример 2: Производственная функция Кобба-Дугласа

Задание: определить уравнение регрессии и меры качества, эко-
номическая интерпретация

с SPSS:

Пример 2: Производственная функция Кобба-Дугласа

Задание: оценить коэффициенты, анализ ANOVA и других таб-
лиц, графическое представление, экономическая интерпретация
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