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Zeitreihen - Erinnerung
Die unterjährige Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n} ist das Resultat des
Zusammenwirkens von folgenden Komponenten:

• glatte Komponente (gt) (Trendkomponente (Tt), Konjunkturkomponente
oder zyklische Komponente (Zt))

• Saisonkomponente (st)

• Irreguläre Komponente (it) (nicht auf (gt) und (st) zurückführbar,
Residualgröße)

zwei Zeitreihenmodelle (Verknüpfung der Komponenten)

1. additive Verknüpfung:
yt = gt + st + it

2. multiplikative Verknüpfung:

yt = gt · st · it
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bisheriges Vorgehen bei saisonalem Einfluss

1. exponentielle Glättung mit Saisonkomponente

2. saisonale Differenz
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exponentielles Glätten mit Saisonkomponent
Intension: Berücksichtigung des liearen Trends und einer Saisonkomponente

Gegeben sei die Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n} und die Trendkomponente Tt . Glättung nach HOLT:

y∗t = αyt + (1− α)(y∗t−1 + Tt−1)

Tt = β(y∗t − y∗t−1) + (1− β)Tt−1

Einführung einer Trendkomponente ct =⇒ modifizierter Ansatz:
Additive Saisonkomponente:

y∗t = α(yt − ct−s ) + (1− α)(y∗t−1 + Tt−1)

Tt = β(y∗t − y∗t−1) + (1− β)Tt−1

ct = γ(yt − y∗t ) + (1− γ)ct−s

Bemerkungen:

1. s = 12, wenn Monatsdaten

2. s = 4, wenn Quartalsdaten ...

3. auch multiplikative Verknüpfung möglich =⇒ modifizierter Ansatz des Gleichungssystems
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Beispiel

Housing starts USA 1959:1 bis 1991:4 Monatsdaten

Ausschnitt: 1985:1 bis 1988:12
Prognosezeitraum: 1989:1 bis 1989:12

• Excel: hs.xls

• SPSS: hs.sav
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Glättungsverfahren 1
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Glättungsverfahren 2
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Glättungsverfahren 3
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Saisonale Differenz

Definition: Gegeben sei die Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n}.

Identifizierte Periodizität s

Differenzen - Filter: ∆yt = yt − yt−s

1. s = 12, wenn Monatsdaten

2. s = 4, wenn Quartalsdaten ...
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Saisonale Differenz 1
urspüngliche Zeitreihe: Housing Starts
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Saisonale Differenz 2
einfache Differenzen: Housing Starts
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Saisonale Differenz 3
saisonale Differenzen: Housing Starts
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Saisonale Differenz 4
saisonale vs. einfache Differenzen: Housing Starts
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Problemstellung

Voraussetzung bei
”
Glättung nach HOLT“:

• linearer Trend

• additive / multiplikative Saisonkomponete - Zeitabhängig

• ⇒ yt = gt + st + it bzw . yt = gt · st · it
Neue Überlegung:

• linearer Trend

• additive / multiplikative Saisonkomponete - zeitunabhängig

• ⇒ yt = gt + s + it bzw . yt = gt · s · it
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4.5.3 Einfache multiplikative Saisonbereinigung
Berechnen der Saisonkomponente (Basis : gleitende Durchschnitte)

• Berechnen des gleitenden Durchschnittes

xt = 0, 5yt−6 + yt−5 + ...+ yt + ...+ yt+5 + 0, 5yt+6︸ ︷︷ ︸
13 Werte

/12 bei Monatsdaten

xt = 0, 5yt−2 + yt−1 + yt + yt+1 + 0, 5yt+2︸ ︷︷ ︸
5 Werte

/4 bei Quartalsdaten

• Berechnen des Bruches:

τt =
yt

xt

• Berechnen der saisonalen Indizes im für jeden Monat bzw. iq für jedes Quartal

• im - Durchschnitt aller Beobachtungen des Monats m
• iq - Durchschnitt aller Beobachtungen des Quartals q
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4.5.3 Einfache multiplikative Saisonbereinigung
Fortsetzung: Berechnen der Saisonkomponente (Basis : gleitende Durchschnitte)

• Berechnen des saisonalen Faktors sm bzw. sq
Nutzen des geometrischen Mittels:

sm =
im

12
√

i1 · i2 · · · i12

sq =
iq

4
√

i1 · i2 · · · i4

• Die Saisonfaktoren sind sm bzw. sq

• Die saisonbereinigte Reihe (ỹt) wird berechnet

ỹt =
yt

sm
bzw .

ỹt =
yt

sq
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Saisonale Differenz
Intensions: Saisonalen Effekt herausfiltern

Einführendes Beispiel: Housing Starts in USA 1959-1990
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multiplikative Saisonbereinigung 1
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multiplikative Saisonbereinigung 2
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multiplikative Saisonbereinigung

Einfache multiplikative Saisonbereinigung
Orginalreihe vs. saisonbereinigte Reihe
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4.5.4 Einfache additive Saisonbereinigung
Berechnen der Saisonkomponente (Basis : gleitende Durchschnitte)

• Berechnen des gleitenden Durchschnittes

xt = 0, 5yt−6 + yt−5 + ...+ yt + ...+ yt+5 + 0, 5yt+6︸ ︷︷ ︸
13 Werte

/12 bei Monatsdaten

xt = 0, 5yt−2 + yt−1 + yt + yt+1 + 0, 5yt+2︸ ︷︷ ︸
5 Werte

/4 bei Quartalsdaten

• Berechnen der Differenz:

dt = yt − xt

• Berechnen der saisonalen Indizes im für jeden Monat bzw. iq für jedes Quartal

• im - Durchschnitt aller Beobachtungen des Monats m
• iq - Durchschnitt aller Beobachtungen des Quartals q
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4.5.4 Einfache additive Saisonbereinigung

Fortsetzung: Berechnen der Saisonkomponente (Basis : gleitende Durchschnitte)

• Berechnen des saisonalen Faktors sm bzw. sq
Nutzen des geometrischen Mittels:

sm = im − 12
√

i1 · i2 · · · i12

sm = iq − 4
√

i1 · i2 · · · i4

• Die Saisonfaktoren sind sm bzw. sq

• Die saisonbereinigte Reihe (ỹt) wird berechnet

ỹt = yt − sm bzw .

ỹt = yt − sq
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additive Saisonbereinigung 3
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additive Saisonbereinigung 4
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additive Saisonbereinigung

Einfache additive Saisonbereinigung
Orginalreihe vs. saisonbereinigte Reihe
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multiplikative und additive Saisonbereinigung

Einfache Saisonbereinigung
Orginalreihe vs. saisonbereinigte Reihen (mult. und add.)
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Census-X12 Saisonbereinigung 1
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Census-X12 Saisonbereinigung 2
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Census-X12 Saisonbereinigung 3
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4.5 Saisonbereinigung 4.6 Autokorrelation 4.7 Ausblick

Census-X12 Saisonbereinigung 5
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Prognose Saisonbereinigung 1
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Prognose Saisonbereinigung 2
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Prognose Saisonbereinigung 3
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Prognose Saisonbereinigung 4
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Problemstellung

Gegeben sei die Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n}.

Aus der Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n} läßt sich die zeitverögerte Zeitreihe
{yt+k , 0 < k < t, t = 1, 2, ..., n − k} bilden. Die Zahl k wird als Time-Lag
bezeichnet.

Zwischen beiden Zeitreihen kann der Maßkorrellationskoeffizient gebildet
werden. Kann eine signifikante Korrelation festgestellt werden, dann liegt
Autokorrelation vor.
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empirische Autokorrelationskoeffizienten

Definition: Gegeben sei die Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n} und die zeitverögerte
Zeitreihe {yt+k , 0 < k < t, t = 1, 2, ..., n − k}.

Es werden die n-k Beobachtungspaare

(y1, y1+k ), (y2, y2+k ), ...

betrachtet.
Die jeweils erste Beobachtung kann als Ausprägung eines metrischen Merkmals Y (1),
die jeweils zweite Beobachtung als Ausprägung eines metrischen Merkmals Y (2)

betrachtet werden. Mann kann nun den empirischen Korrelationskoeffizienten rY (1)Y (2)

berechnet werden:

rk = rY (1)Y (2) =
dY (1)Y (2)√
d

(1)
Y

√
d

(2)
Y

Er wird als empirischer Autokorrelationskoeffizient mit einem Time-Lag von k
bezeichnet.
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empirische Autokorrelationsfunktion

Für k=1,.2,...,K (k < n) lassen sich K empirische Korrelationskoeffizienten bilden: k rk
(k=1,2...,K)
Aus den empirischen Autokorrelationskoeffizienten mit einem Time-Lag von k rk
(k=1,2...,K) erhält man eine Folge empirischer Autokorrelationskoeffizienten:
{r1, r2...}.

Definition: Die Folge empirischer Autokorrelationskoefizienten {r1, r2, ...,K} heißt
empirische Autokorrelationsfunktion und wird mit ACF (autocorrelation function)
bezeichnet.

Interpretation: zeigt alle Autokorrelationen bis zu einem Time-Lag von K



4.5 Saisonbereinigung 4.6 Autokorrelation 4.7 Ausblick

empirische partielle Autokorrelationskoeffizienten

Anwendung der linearen Trendfunktionen auf die Analyse der Autokorrelation. Für alle k=1,2,...,K werden
schrittweise folgende Parameterschätzungen vorgenommen:

yt = a0 + a1yt−1 ⇒ θ1 = a1

yt = a0 + θ1yt−1 + a2yt−2 ⇒ θ2 = a2

... ...

yt = a0 +

K−1∑
k=1

θk yt−k + aK yt−K ⇒ θK = aK

Definition: Die Koeffizienen θk (k =1,2,...,K) heißen partielle Autokorrellationskoeffizienten.

Definition: Die Folge von partielle Autokorrellationskoeffizienten {θ1, θ2, ..., θK} heißt partielle
Autokorrelationsfunktion und wird mit PACF bezeichnet.

Interpretation: der partielle Autokorrellationskoeffizient θk0
zeigt die Autokorrelation zwischen yt und Yt−k0

,

wobei alle Autokorrelationen zwischen yt und Yt−k mit k < k0 herausgefiltert wurden.
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4.6 Autokorrelation - Gliederung

• 4.6.1 Problemstellung

• 4.6.2 empirische Autokorrelation

• 4.6.3 Autokorrelationsdiagramme
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Autokorrelationsdiagramme

Zur besseren Übersicht werden Balkendiagramme zur Abbildung der ACF und PACF
verwendet, (am Beispiel des DAX)
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Beispiele

ein einfaches Beispiel Zeitreihe {yt , t = 1, 2, ..., n} = 1, 2, 4, 7, 9, 10, 11

Berechnen der

• Autokorrelationskoeffizienten

• der Autokorrelationsfunktionen

in Excel
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Autokorrelation - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 2: Zinsätze 2007 2.xls
Beispiel 3: ConsumerpriceIndex.xls
Beispiel 4:DAX.xls

Aufgaben: Analyse der Autokorrelation

mit SPSS:

Beispiel 2: Zinsätze 2007 2.xls
Beispiel 3: ConsumerpriceIndex.xls
Beispiel 4:DAX.xls

Aufgaben: Analyse der Autokorrelation
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Ausblick: Multiple Zeitreihenanalyse

1. partielle Autokorrelationskoeffizienten

2. Kurvenanpassung (z.B. Quadratisch, kubisch)

3. Zeitreihen als Ergebnisse stochastischer Prozesse

4. ein komplexes Beispiel
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