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Statistik - univariate Statistik
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2. Unwariate Verteilungsanalyse - Gliederung

e 2.1 Haufigkeitsverteilung
e 2.2 MalBzahlen der Verteilung
e 2.3 Konzentrationsanalyse
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Intention / Gliederung

Zielstellung:

® Beschreibung von Datensitzen mit wenigen statistischen KenngréBen
® \Weitere Verdichtung der Verteilungsdarstellung
Gruppen von MaBzahlen
® 221 LagemaBe
® 2.2.2 StreuungsmaBe
® 2.2.3 FormenmaBe

® 2.2 .4 lineare Transformationen
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2.2.1 Lagemafie - Gliederung

2.2.1.1 Einfithrung

2.2.1.2 Modus

2.2.1.3 Median

2.2.1.4 Quantile

2.2.1.5 Beispiel: Historische Simulation
e 2.2.1.6 Arithmetisches Mittel
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Lagemafie Intention

Ausgangspunkt: Urliste fiir univariate Statistik

mit

Xi1 = Xj

1

Zielstellung:

X11 X1

X21 X2
Xn,1) = Xn) =

Xn1 Xn

Auspraegung am i — ten Merkmalstraeger

Index Merkmalstraeger (i = 1,2, ..., n)

Beschreibung der Urliste durch wenige statistische Merkmale, die die Lage der

Merkmalsausprigungen X; auf der Achse der Merkmalsausprigungen ( kurz

X — Achse ) charakterisieren.

'RANSFORMATION
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'RANSFORMATION

Lagemajle - grundsdtzliches Vorgehen

Forderungen an den Wert des LagemaBes:
® moglichst zentrale Lage

® Geringer Abstand zu den beobachteten Merkmalsauspragungen x;

=
zentraler Begriff: Abstand bzw. Abstandsfunktion

Bezeichnung:

d(xj,a) — Abstandsfunktion
a — Lagemass
Xx; — Merkmalsauspraegung (i =1.2,...,n)

Anforderung: F(d(x;,a)) — min
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Abstandsfunktionen

Definition: Eine Abbildung d: X x X — R heit Metrik, wenn fiir beliebige Elemente x,
y und z von X die folgenden axiomatischen Bedingungen erfiillt sind:

d(x,x) = 0
dix,y) = 0=x=y
dx,y) = d(y,x)

d(x,y) < d(x,2)+d(z,y)

typische Abstandsfunktionen (Metriken) sind:

d(va) = |X_y|X7.yE§R

d(x,y)

D (6 —a)?, x,a€ R xRxR
i=1
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Abstandsfunktionen -univarate Statistik

typische Abstandsfunktionen (Metriken) in der univariaten Statistik

konnen sein:
d(X7y) = |X_y|X7y€§R
d(X7y) - (X_ 8)2, Xay"n%
d(x,y) = y/(x—a)® x,yinR

0 fallsx=a
dx.a) = { 1 fallsx # a
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Abstandsfunktionen - Beispiel

Beispiel: Vorlesungsbeispiel 1
Sheet: Abstandsfunktion_base

Aufgaben: Bestimmen von Abstaenden fiir metrische Variablen
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2.2.1 Lagemafie - Gliederung

2.2.1.1 Einfiihrung

2.2.1.2 Modus

2.2.1.3 Median

2.2.1.4 Quantile

2.2.1.5 Beispiel: Historische Simulation
e 2.2.1.6 Arithmetisches Mittel
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Modus - Definition

Definition: Jede disjunkte Merkmalsauspragung &+, deren absolute Haufigkeit

I‘lj*
oder deren relative Haufigkeit

pj*

max {n1, na, ...

,Nn}

max {p1, p2, .-, Pn}

erfiillt wird als Modus ( Modalwert) bezeichnet.

Schreibweise: Xy,

I

RANSFORMATION

Hinweis: wenn speziell nicht darauf hingewiesen wird, werden im weiteren die disjunkte

Merkmalsauspragungen &; kurz als Merkmalsauspragungen genannt und mit x;

bezeichnet.
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Modus - Bemerkungen

fiir alle Skalierungen anwendbar

der Modalwert ist die Merkmalsauspragung in einem Datensatz beliebig

skalierter Merkmale, die am h&ufigsten beobachtet wird,

'RANSFORMATION

der Modalwert entspricht im Siulendiagramm der Auspragung mit der groBten

Siule,
der Modalwert ist nicht zwingend eindeutig,

verwendetes AbstandsmaB:

d(xi, a) = { 0 fallsx; =a

1 fallsx; # a
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000e00
Vorlesungsbeispiel 1
disjunkte absolute relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten
J & n; pj
1 1 1 0.02
2 2 4 0.08
3 3 11 0.22
4 4 23 0.46
5 5 8 0.16
6 6 2 0.04
7 7 1 0.02
Summe 50 1

np= = max{ny, n2,...,np} =23 = Xy =4

oder deren relative Haufigkeit

pjx = max{p1,p2,...,pn} = 0,46 = Xy =4
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Modus mit Intervalbildung - Definition

Ausgangspunkt: Interval I} = (¢—1, ¢/)

Problemstellung: Die am haufigsten auftretende Klasse 13Bt sich leicht bestimmen,
aber welcher Wert ist als Modalwert zu verwenden?

2 Naherungsverfahren:

1. Klassenmitte des Intervalls /| =

1
Xm = 5(6171 +q)

2. Modalwert unter der Annahme der Gleichverteilung in den Intervallen /,_1, I,
und /1 =

D D
Xu ~c—1+ Pr — Py
(pP —pP1) + (PP — PE1)

S
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Vorlesungsbeispiel 2

Haufigkeitsverteilung, tabellarisch Kassenuter v, cheureze

R LR
1 0 2| 58| 058 2| 02000
2 2 4 22| 02 2| 01100
34 6 16| 016 2/ 0,0800
4 [ 10 3| 00 41 00075

m=5 | 10 14 1 00 4 0,0025
L n=100| 1,00

Die am hiufigsten auftretende Klasse: [0; 2)

1
Xy = E(c,,l +¢)=1

D D
Pl —Pi—1
Xy =~ -1+ BAY]
(PP = pP_1) + (PP — PPy)
0,29 -0
Xy ~ 0+ 2=1,234

(0,29 — 0) + (0,29 — 0,11)
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2.2.1 Lagemafie - Gliederung

2.2.1.1 Einfiihrung

2.2.1.2 Modus

2.2.1.3 Median

2.2.1.4 Quantile

2.2.1.5 Beispiel: Historische Simulation
e 2.2.1.6 Arithmetisches Mittel



2.0 GLIEDERUNG 2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE

2.2.3 FORMENMASST 2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION
000000 0000000000 000000000000000 000000
000000 00000000000000000 000000 00
0®000 00000000 00000
00000000000000000
00000000000000

0000000000000

Median - Definition

gegeben sei die Rangwertreihe eines mindest ordinal skalierter Datensatzes:

x1 < x2 < oy Xn

Definition: Der Median X des ordinalen Datensatzes ist bei einer ungeraden
Anzahl von Beobachtungen:

X = Xn+1
2

Interpretation: mindestens 50 % der Beobachtungen sind kleiner oder gleich als

X und mindestens 50 % aller Beobachtungen sind gréBer oder gleich x
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Median - Definition
gegeben sei die Rangwertreihe eines mindest ordinal skalierter Datensatzes:

x1 < x2 < ...y Xp

Definition: Der Median x des ordinalen Datensatzes ist bei einer geraden
Anzahl von Beobachtungen

X € {Xg X241 }
hauefig

1
= 2(X% +X%+1)

Interpretation: mindestens 50 % der Beobachtungen sind kleiner oder gleich als

X und mindestens 50 % aller Beobachtungen sind gréBer oder gleich x
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Vorlesungsbeispiel 1
disjunkte absolute relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten

J & nj pi

1 1 1 0.02

2 2 4 0.08

3 3 11 0.22

4 4 23 0.46

5 5 8 0.16

6 6 2 0.04

7 7 1 0.02

Summe 50 1

Die Anzahl der Beobachtungen ist 50 (eine gerade Zahl)

x € Xn, X
(%7 gﬂ)

X € (xs5,x6)
X € (4,4 =4
hauefig

1 1
x = E(X25+X26) = 5(4+4) =4
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Median - Verallgemeinerung

gegeben sei die Rangwertreihe eines ordinal skalierter Datensatzes:

x1 < x2 < oy Xn

p* - vorgebener Wert ( beim Median p* = 0,5)

Interpretation: mindestens p* - 100 % der Beobachtungen sind kleiner oder
gleich als x und mindestens p* - 100 % aller Beobachtungen sind groBer oder
gleich x

Aufteilung der Rangwertreihe in 2 Teile:

X1 S X2 S ceey Xk § Xk+1 S Xk+2 S ceey Xk

p*-100 % (1—p*) -100 %

Diese Verallgemeinerung des Medians wird als Quantil bezeichnet
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2.2.1 Lagemafie - Gliederung

2.2.1.1 Einfiihrung

2.2.1.2 Modus

2.2.1.3 Median

2.2.1.4 Quantile

2.2.1.5 Beispiel: Historische Simulation
e 2.2.1.6 Arithmetisches Mittel
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Quantil - Definition
gegeben sei die Rangwertreihe eines mindest ordinal skalierter Datensatzes:

x; <xp < < xp

ceey

Definition: Es sei X ein mindestens ordinal skaliertes, zahlenmaBig erfaBtes und
geordnetes Merkmal einer statistischen Gesamtheit und p, mit 0 < p < 1,
bezeichne einen vorgegebenen Wert der relativen Summenh&ufigkeit (der empirischen
Verteilungsfunktion), dann heiBt der kleinste Wert x fiir den gilt F(x) > p, Quantil
der Ordnung p

Bezeichnung: xp

formal:
xp = min(x | F(x) > p)

Interpretation: p - 100 % aller Beobachtungen haben einen Wert, der nicht groBer ist
als (xp)

oder der maximale Wert, den p - 100 % aller Beobachtungen annehmen kénnen,
betragt (xp).
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Quantil - Bestimmung aus Einzelwerten

gegeben sei die Rangwertreihe eines mindest ordinal skalierter Datensatzes:
x1 <x2 < o< xp
Bestimmen des Wertes n - p

® wenn g = n- p - ganzahlig dann x, = xg

® sonst Wichtung der benachbarten ganzzahligen Werte x; und xg11 :
wenng < n-p<g+1

dannx, = (L—r) Xg+r-Xg+1

mitn-p = g+ r (0<r<1,r— nichtganzzahliger Bestandteil vonn - p)
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Quantil - Bestimmung aus FEinzelwerten

Aufgabe: Bestimmen des 0,2 - Quantils (p =0,2) bzw. des 20-Prozent-Quantils fiir
Vorlesungsbeispiel 1

inhaltliche Fragestellung: Wie hoch ist die maximale Belegungszahl der Wohnung, die
von 20 Prozent aller Wonungen erreicht wird?

disjunkte absolute relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten
J & n; Pj
1 1 1 0.02
2 2 4 0.08
3 3 11 0.22
4 4 23 0.46
5 5 8 0.16
6 [§ 2 0.04
7 7 1 0.02
Summe 50 1

Die Anzahl der Beobachtungen ist 50 (n =50)
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Quantil - Bestimmung aus FEinzelwerten
Aufgabe: Bestimmen des 0,20 - Quantils (p =0,20) fiir Vorlesungsbeispiel 1

inhaltliche Fragestellung: Wie hoch ist die maximale Belegungszahl der Wohnung, die
von 20 Prozent aller Wohnungen erreicht wird?

Bestimmen des Quantils:

g n-p=>50-0,20 =10 — ganzzahlige, Nummer der Beobachtung"
x0 = 3

Interpretation:

1. wenigstens 20 Prozent aller Wohnungen sind mit nicht mehr als 3 Personen
belegt

2. Die maximale Belegungszahl, die von 20 Prozent aller Wohnungen erreicht wird,
ist 3.

3. hochstens 80 Prozent aller Wohnungen ist mit nicht weniger als 3 Personen
belegt.
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Quantil - Bestimmung aus Einzelwerten
- Wohnungsbelegung-

Bestimmen des 5-Prozent-Quantils:

g+r = n-p=50-0,05=25 — nichtganzzahlig, Nummer der Beobachtu
g = 2
r = 0,5
Xg = Xo=
Xg+1 = X3 =
X = 0,5x% +0,5x3 =2
Interpretation:

Die maximale Belegungszahl, die von 5 Prozent aller Wohnungen erreicht
wird, ist 2.



2.0 GLIEDERUNG 2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASSE 2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION

000000 0000000000 0O00000000000000 000000
000000 0000000000000 0000 000000 (e]e}
00000 00000000 00000
0O00000e0000000000

0000000000000 0

0000000000000

Quantil - Bestimmung aus Einzelwerten
-Telefongespriche-

Vorlesungsbeispiel 2 (Telefongespriche)
Bestimmen des 1,25 - Prozent - Quantils:

g = n-p=100-0,0125 = 1,25 — nichtganzzahlig, Nummer der Beobachtung"
g =1
r = 0,25 nichtganzzahligerBestandteil
x3 = 0,04
xx = 0,09
xp = (I—r)-xg+r-Xg41
x0,0125 = (1—0,25)-x14+0,25-x
x0,0125 = 0,75%0,04+0,25%0,09 = 0,0525

Interpretation:

Die maximale Dauer eines Telefongespraches, das von 1,25 Prozent aller
Telefongesprache erzielt wird, ist 0,0525 min..
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Vorlesungsbeispiel 1

Graph der empirischen Verteilungsfunktion

Urliste aufsteigend sortierte Urliste
X S 01,00 e
* Lo £ a0 w
ﬂ]]I 2 osn
K X E]
2 40
5 T
Xy O] g o020
Haufigkeitsverteilung, tabellarisch 00,00
1 2 3 4 5 B 7
i & n; B H; E; Anzahl Personen in der Wohnung A
1 1 1 0,02 1 0,02
0 falls x<1
2 2 “ 0.08 3 010 0,02 falls 1=<x<2
3 3 11 0,22 16 0,32 010 falls 2<x<3
4 4 23 0,46 39 0,78 032 falls 3<x<4
mmmlr  F(x)
5 5 8 0,16 47 0,94 0,78 falls 4<x<35
6 6 2 0,04| 49| o008 empirische 0,94 falls 5<x<6
Verteilungsfunktion
m=7 | 7 1 0.02| 50| 100 imanalytischen 098 falls 6<x<7
5 n=50 1,00 Ausdruck 100 falls x=7
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Quantil - Bestimmen aus empirischer
Verteilungsfunktion

Ermittlung Quantil unter Verwendung Treppenfunktion

01,00 PR

0,80 “

p=0,65

0,60

0,40

0,20

‘emp. Verteilungsfunktion

p=0.10_

T e

Anzahl Personen in der Wohnung

Weitere Quantile: 0,20-Quantil
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Quantil - Bestimmung fiir Intervalle

Ausgangspunkt: Interval || = (¢_1, ¢/]

Quantil : x, € ) = -1 <x < ¢

p—Fi—1
P

mit Fii<p<F

Xp =~ C-1+
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Haufigkeitsverteilung, tabellarisch

R
1o 2 | om
2 2 4 2| 02
3 4 6 16| 0,16
4 8 10 3] 003
m=5 | 10 14 11 001
I n=100 1,00

Vorlesungsbeispiel 2

O 2| 0,0800

Berechnen des 0,7-Quantils:

g =
X0,7 €
F1
F =
Xp ~

Kassanuntor bew. charrenze

2
A b

2] 0,2000
2] 0,100

0,0075

ISES

0,0025

n-p=100-0,7=70
(2,4] = (a1, ]

0,58

0,80

PP 0,11
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Vorlesungsbeispiel 2

Interpretation:

X0,7 = 3,09 min = 3 min + 5, 4 Sekunden

1. wenigstens 70 Prozent aller Telefongesprache iiberschreitet nicht die
Dauer von 3,09 min.

2. die maximale Dauer von 70 Prozent aller Telefongesprache betragt
3,09 min.

3. hochstens 30 Prozent aller Telefongesprache ist langer als 3,09 min.

Hinweis: Vergleich mit dem 70-Prozent-Quantil aus Einzelwerten
(x07 = 3,11)
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Quantil fiir Intervalle - Bestimmen aus empirischer
Verteilungsfunktion

p=0,8

p=0,7

0 2 4 6 10 14
Klassenunter- bzw. obergrenze

Weitere Quantile: 0,05-Quantil; 0,02-Quantil; 0,19-Quantil
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Spezielle Quantile

p Benennung der Quantile
0,01 | Perzentil

0,10 | Dezil (unteres)

0,25 | Quartil (unteres)

0,5 | Median, Quartil (mittleres)
0,75 | Quartil (oberes)

0,90 | Dezil (oberes)

0,99 | Perzentil
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Bozx-and- Whasker Plot

'RANSFORMATION

Boxplots: Ein Boxplot (Box-and-Whisker-Plot) beschreibt die Verteilung der Werte. Es
stellt die Quartile, extreme Werte und AusreiBer sowie den gréBten und den kleinsten
nicht extremen Wert dar. Extrem groBe Werte bzw. AusreiBer nach oben sind dadurch
gekennzeichnet, daB ihr Abstand zum 75%-Perzentil gréBer ist als das 1,5fache des
Abstands zwischen dem 75%- und dem 25%-Perzentil. Extrem kleine Werte bzw.
AusreiBer werden entsprechend an ihrem Abstand zum 25%-Perzentil gemessen.

} — Extreme Werte

} — Ausreiller

——f——— — GroRter nicht-extremer Wert

75%-Perzentil
50%-Perzentil (Median)
25%-Perzentil

—— Kleinster nicht-extremer Wert
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Einfiihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

e Hiufigkeiten - Fortsetzung

e Diagramme (Boxplots) - Fortsetzung
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Modus, Median, Quantile - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 1 (aus Urliste): Beispiel W95.xls
Beispiel 2 (aus Klassifizierten Daten): Zinsitze 2007_1.xls:

Aufgaben: Bestimmen von Modus, Median, Quantile

mit SPSS:

Beispiel 1: World95.sav
Beispiel 2 (aus Klassifizierten Daten): Zinsitze 2007_1.xls:

Aufgaben: Bestimmen von Modus, Median, Quantile
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2.2.1 Lagemafie - Gliederung

2.2.1.1 Einfiihrung

2.2.1.2 Modus

2.2.1.3 Median

2.2.1.4 Quantile

2.2.1.5 Beispiel: Historische Simulation
e 2.2.1.6 Arithmetisches Mittel
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Definitionen 1

Gegeben sei ein Portfolio, dessen Marktwert man in funktionaler Abhangigkeit
von Marktdaten (wie z.B. Wechselkursen oder Zinssitzen) beschreiben kann.

P(t) = P(t) - der Marktwert des Portfolios zum Zeitpunkt t
P(to) = P(to) - der Marktwert des Portfolios zum Anfangseitpunkt to

Annahme:
die Zusammensetzung des Portfolios dandert
sich nicht im Zeitraum t — top > 0
AP(t) = P(t) — P(to) - Wertveridnderung des Portfolios
(Profit and Loss - PnL)
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Definitionen 2

Bezeichnungen:

Y(t) - Vektor der Marktdaten zum Zeitpunkt t
Yi(t) - i-te Komponente des Vektors der Marktdaten
P(Y(t)) - Preisfunktion (Wert des Portfolios zum Zeitpunkt t)

Die Wertveranderung des Portfolios (PnL) Idsst sich dann darstellen:

AP(t) = P(Y(t)) — P(Y(t))

'RANSFORMATION
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Value at Risk (VaR)

Das Ziel der Abschidtzung des Marktrisikos ist eine Aussage iiber den
potentiellen Wertverlust des Portfolios innerhalb einer fixierten Halteperiode t.

Der potentielle Wertverlust heiBt Value at Risk (VaR).

Annahme: Wir verfiigen iiber statistisches Material der Wertverdnderung des
Portfolios

Zunichst wird die Wertverdnderung des Portfolios der GréBe nach geordnet:
AP(t) < AP(t+1)

Es wird das o - 100%-Quantil berechnet:
Xo = min(AP(t) |[F(AP(t)) > «)

Mathematisch gesehen ist VaR(t, ) das a-Quantil der Verteilung von AP(t).
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Value at Risk (VaR)

Interpretation
1. der maximale Wert, der von « - 100% aller Fille der Wertverdnderungen
des Portfolios (AP(t)) erreicht wird, betrdgt xa.
2. in mindestens « - 100% aller Falle der Wertveranderungen des Portfolios
(AP(t)) wird der Wert von x, nicht iiberschritten.
3. von héchstens (1 — «) - 100% aller Fille der Wertveridnderungen des
Portfolios (AP(t)) wird der Wert von x, iiberschritten.

Hinweis: in der Regel sind die ersten Falle der Wertverdnderungen des
Portfolios (AP(t)) negativ, deshalb wird von Wertverlust gesprochen.

1. Der minimale Wertverlust, der von « - 100% aller Fille der
Wertveranderungen des Portfolios (AP(t)) erreicht wird, betrdgt xq.

2. Von héchstens (1 — ) - 100% aller Fille der Wertverdnderungen des
Portfolios (AP(t)) wird ein Wertverlust von x, unterschritten.
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Inhalte

e |dee der Historischen Simulation
e Das Verfahren

e ein Beispiel
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. Idee der Historische Simulation 1
gegeben:

® Aktuelle Marktdaten - Y;(0), i =1,2,...,n
® Historische Marktdaten - Yi(t), t = —1,-2,...,—T
® aktueller Marktwert des Porfolios P(0) = P(Y1(0), Y2(0), ..., Ya(0))

an Stelle der Marktdaten verwenden wir die sogenannten logarithmischen Rendite
bzw. logreturns

RO = (O

allgemein :

R(t+1) = In(%),tzfl,fl...,fT
Ri(t) = /n(%),t:O,—l,...,—T—i—l

Bemerkung: hiufig T = 250
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Idee der Historische Simulation 1

gegeben:
® Aktuelle Marktdaten (logarithmische Rendite) - R;(0), i =1,2,...,n
® Historische Marktdaten (logarithmische Rendite) - R;(t), t = —1,—2,..., —250

® aktueller Marktwert des Porfolios P(0) = P(R1(0), R2(0), ..., Ra(0))
Bewerten des aktuellen Portfolios mit den historischen Marktdaten (logarithmische
Rendite)
P(t) = P(Ri(t), Ro(t), ..., Ra(t)), t = —1,-2,...,—250
Berechnen der Wertverinderung des Portfolios (aktuelle Marktdaten vs. historische

Marktdaten)

AP(t) P(t) — P(0)

= P(Ru(t); Ra(t), ... Rn(t)) = P(R1(0), R2(0), ..., Rn(0))

= 250 Wertveranderungen des Portfolios:
AP(—1), AP(-2),..., AP(—250) = diskreteVerteilung



2.0 GLIEDERUNG

2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASST 2.2.4 LINEARE T

000000 0000000000 0O00000000000000 000000
000000 0000000000000 0000 000000 (e]e}
00000 00000000 00000
000000000000 00000

0000000080 0000

0000000000000

Idee der Historische Simulation 2

Quantilsbestimmung einer diskrete Verteilung

® Ordnen der Wertverdnderungen der GréBe nach P(1) < P(2) < ... < P(250)
Achtung (neue Numerierung!)

® Berechnen des Quantils der diskreten Verteilung (bei gegebenen
Konfidenznivaus «)

® o =0,01 bei n =250 = Mittelwert der zweit- und drittkleinsten
Wertveranderung %(P(Z) + P(3)) neue Numerierung

® o =0,10 bei n =250 = die 25-kleinste Wertverénderung (P(25)) neue

Numerierung

RYANSFORMATION

® o = 0,05 bei n =250 = Mittelwert der 12- und 13-kleinsten Wertveranderung
%(P(12) + P(13)) neue Numerierung
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Beispiel: VaR einer FX-Cash Position - historische
Stmulation

Position N = 1,000,000 USD Heimatwihrung EUR
Haltedauer t = 1

Konfidenzniveau v = 0.01

Wechselkurs am 31.8.2007 Y(ty) = 0.73338

i

e = Rohdaten
Y(t) Logarithmische Rendite

Wechselkurs Dollar - Euro (4.9.2006-31.8.2007)
= 251(0) Beobachtungen

(Inverse Zeitachse)
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Beisprel: VaR einer FX-Cash Position - hist. Sim.

Datum  Yi(t+1) Rit1(t) Y(t+ 1)  AP(t+1)
—1 2007 — 08 — 31 0.7334  —0.000388 0.7331 —284.5
—2 2007 — 08 — 30 0.7337  0.000925 0.7341 679.0
—3 2007 — 08 — 29 0.7330  —0.000005 0.7334 -3.5
—4 2007 — 08 — 28 0.7330  0.000259 0.7336 190.2
Yi(t)
Ri(t) = In(————), t=—-1,-2,...,—250
Yi(t —1)
viin = i yi0), e= -1, -2
AP(t+1) = N(Yi(t) - Yi(0)), t = —1,-2, ..., ~250
zum Beispiel fiir t = -1
Y;(0) 0.7334
Ri(0) In( ) = In ) = —0.000388
Yi(—1) 0.7337
20) eRiOy,(0) = ¢0:000388¢ 7334 — 0.7331

AP(0)

N(Y;(0) — Y;(0)) = 1.000.000(0.7331 — 0.7334) = —284.5
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VaR einer FX-Cash Position - hist. Sim.

Demap

- — YN ¢
geordnete AP(t)
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Beispiel: VaR einer FX-Cash Position - hist. Sim.

Datum AP(t) t  neueNum.

2006 — 11 —22 —7535.5 —194
2006 — 11 —24 —7393.4 —192
2007 — 02 - 14 —65759 —137
2006 — 12 —-19 —6072.0 —175
2006 — 11 — 07 —5924.5 —205
2007 — 07 — 02 —5896.3 —44

DO~ WN =

Achtung: neue Numerierung verwenden

1 1
VaR(a=0,01) = = (P(2) + P(3)) = =(—7393.4 — 6575.9) = —6984.653307
2 2
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Bemerkung 1: Beriicksichtigung Antithetic

Bei der Szenariobildung unter Beriicksichtigung von Antithetik wird zu jeder in der
historischen Zeitperiode aufgetretenden Marktbewegung auch die genau
entgegengesetzte Marktbewegung in die Szenariomatrix tibernommen. Auf diese Weise
wird beriicksichtigt, daB selbst fiir den Fall einer gleichlaufenden positiven
Markttendenz oder einer entgegengesetzten Sensitivitdt des Portfolios iiber die
Beobachtungsperiode ein angemessenes Risiko berechnet wird.

—_——

AYi(t) = efDy0), t=—-1,-2, .. 250
und
AYi(t) = e Rvy(0),t=-1,-2,..,-250
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2.2.1 Lagemafie - Gliederung

2.2.1.1 Einfiihrung

2.2.1.2 Modus

2.2.1.3 Median

2.2.1.4 Quantile

2.2.1.5 Beispiel: Historische Simulation
2.2.1.6 Arithmetisches Mittel
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Arithmetisches Mittel - Definitionen 1

Abstandsfunktion: d(x;,a) = (x; — a)?
Forderung: f(a) = 3" d(xi,a) = >_(x; — a)*> = Minimum
i=1

i=1

Extremwertproblem fiir eine Funktion von 1 Variablen.

of(a) _
Oda =0
= 2) (xi-a)=-20) _x—na)=0 =
i=1 i=1
i=1
a =
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Arithmetisches Mittel - Definitionen 2

Definition:

Ist X ein kardinal skaliertes Merkmal einer statistischen Gesamtheit vom

'RANSFORMATION

Umfang n, dann heiBt der Wert a, der sich ergibt, wenn man die Summe aller

beobachteten Merkmalswerte x; (i = 1,2,....,n) gleichmiBig auf alle

Merkmalstrager verteilt, arithmetisches Mittel.

Bezeichnung: X

x|
Il
W
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Arithmetisches Mittel - Berechnungen

® aus der Urliste:

X =

® aus der Haufigkeitsverteilung (disjunkte Merkmale):

m

Zgl'nl m

=1
=N ST
n =1

x|

® aus der Haufigkeitsverteilung (Intervalle):
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Arithmetisches Mittel - Berechnungen

aus der Haufigkeitsverteilung (Intervalle):

r

X r
_ iz -
SJ1= W S
n =1

L 1
mit X = 5(‘-‘/—1 +a)
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Arithmetisches Mittel - Beispiele

aus der Urliste:

Vorlesungsbeispiel 1 (Excel-Sheet)

aus der Haufigkeitsverteilung (disjunkte Merkmale):
Vorlesungsbeispiel 1 (Excel-Sheet)

aus der Haufigkeitsverteilung (Intervalle):
Vorlesungsbeispiel 2 (Excel-Sheet)
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'RANSFORMATION

Arithmetisches Mittel - Figenschaften - I

® Nulleigenschaft / Schwerpunkteigenschaft

n

dNxi-% = 0
i=1
Z (X/ — ?)n/ = 0

=1

® Hochrechnungseigenschaft:

® Arithmetisches Mittel fiir linear transformierten datensatz::
yi=a+bxi=>y=a+ bx

® Sensitivitdt beziiglich AusreiBer



2.2.1 LAGEMASSE

000000000000

gepoolter Datensatz

Definition: Der Datensatz ist in disjunkte Gruppen D, D,, ..., D,
untergliedert. Fiir jede der disjunkten Gruppen sind die statistischen
KenngroBen berechnet und damit bekannt. Einen solchen Datensatz
nennt man gepoolter Datensatz bzw. Datenpool.

Aufgabe: Berechnen von statistischen KenngréBen fiir den
zusammengefaBten (gepoolten) Datensatz (D; U D, U ... U D,) mit Hilfe
der KenngroBen der disjunkten Gruppen D, Ds, ..., D,
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arithmetisches Mittel fiir gepoolten Datensatz

Sind die Beobachtungswerte in disjunkten Gruppen Dy, Dy, ..., D,
gegeben und ist fiir jede Gruppe das arithmetische Mittel X, bekannt,
kann das arithmetische Mittel fiir den aus allen r Gruppen
zusammengefaBten (gepoolten) Datensatz (D; U D, U ... U D,) mit der
folgenden Formel berechnet werden, wobei n, die absoluten Haufigkeiten
Beobachtungswerte der p-ten Gruppe ist:

x|
I

<

mitn = np



Arithmetisches Mittel (gepoolter Datensatz) - Beispiele

2.2.1 LAGEMASSE
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Datensatz: Vorlesungsbeispiel 2

I oy o n B arithmetisches Mittel |empirische Varianz
1 0 2 a8 0.58 0.92 0.3508
2 2 4 22 0.22 29 0.3694
3 4 B 16 018 4.63 0.2578
4 B 1 3 0.03 733 0.038
9 10 4 1 0.01 13.13 0
100 1
Bemerkung:

Mittelwerte und empirische Varianzen werden aus der Urliste fiir die entsprechenden Gruppen berechnet.
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Muttelwert - Spezialfdlle

2.2.4 LINEARI
000000
(e]e}

00000

e Mittelwert fiir Zeitreihen (durchschnittliches jahrliches

Wachstumstempo) - geometrisches Mittel

e Harmonisches Mittel (Statisches Merkmal ist eine

Verhiltniszahl)

e gewogenes arithmetisches Mittel

I

RANSFORMATION



2.0 GLIEDERUNG 2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASST 2.2.4 LINEARI

000000 0000000000 0O00000000000000 000000
000000 0000000000000 0000 000000 (e]e}
00000 00000000 00000
000000000000 00000

000000000000 00

000000000000

Einfiihrung in SPSS - Themen

Formaler Umgang mit SPSS

I

RANSFORMATION

® Umgang mit Dateien und Dateitransformationen - Fortsetzung
(Gruppenbildung unter SPSS)

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

e H3iufigkeiten - Fortsetzung
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Mittelwerte - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 1 (aus Urliste): Beispiel W95.xls
Beispiel 2 (aus Klassifizierten Daten): Zinsitze 2007_1.xls:
Beispiel 3 (gepoolter Datensatz):Zinsitze 2007_4.xls

Aufgaben: Bestimmen der Mittelwerte

mit SPSS:

Beispiel 1 (mit Gruppenbilung unter SPSS): World95.sav.xls
Beispiel 2 (aus Klassifizierten Daten): Zinsitze 2007_1.xls:

Aufgaben: Bestimmen der Mittelwerte
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Mafizahlen der Verteilung

2.2.1 LagemaBe (MaBe der zentralen Tendenz)

2.2.2 StreuungsmaBe
2.2.3 FormenmaBe

2.2.4 lineare Transformationen
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2.2.2 Streuungsmafle - Gliederung

e 2.2.2.1 DisparitdtsmaBe
e 2.2.2.2 metrische StreungsmaBe
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Streuungsmafse Intention

Zielstellung:
Informationen bereitstellen, welche die Konzentration der Beobachtungen um das

LagemaB quantifizieren. In Abh&ngigkeit von den zugrundeliegenden Skalen werden
folgende MaBzahlen verwendet:

® Nominalskala = nominales Disparitatsmal

® Ordi

nalskala = ordinales Dispritdtsmal

® Kardinalskala (metrische Skala)

Spannweite

zentraler Quantilsabstand
(empirische) Varianz
(empirische) Standardabweichung
Variationskoeffizient

'RANSFORMATION



2.0 GLIEDERUNG 2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASSH 2.2.4 LINEART

000000 00@0000000 0O00000000000000 000000
000000 0000000000000 0000 000000 (e]e}
00000 00000000 00000
000000000000 00000

0000000000000 0

0000000000000

nominales Disparititsmafs

Ausgangspunkt: relative Haufigkeitsverteilung eines nominalen Merkmales:

fi&—p=~1(&)=p&) =12..,m

Definition: das nominale DisparitdtsmalB dy ist die GroBe:

m
dy = 1—7 =Y p) mit0<dy<1
=1

H&ugig auch: normierte StreuungsmaB nach HERFINDAHL

m
m
d :71—§ Y mit0<dy<1
H m—l( /:1pl) =N

Interpretation:

dy = 0 oder dy =~ 1 = Gleichverteilung des Merkmals.
dy = 1 oder dyy = 0 = fast Einpunktverteilung.

I

RANSFORMATION
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nominales Disparititsmafs - Interpretation

Annahme: Gleichverteilung = p; = % =1

m m

2 m 1
o= > o=
=1 =1 m m

m 1

dy = 1o =)
1 m
m m—1
= 1— . =0
m—1 m
Annahme: Einpunktverteilung = p; =1; po = ...p;m =0

Ms
3,
I
-

Il
-
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nominales Disparititsmafl - Vorlesungsbeispiel 4

Region or economic group (1995)

disjunkte absolute relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten

J & nj pj

1 OECD 21 19.3

2 EastEurope 14 12.8

3 Pacific / Asia 17 15.6

4 Africa 19 17.4

5 MiddleEast 17 15.6

6 LatnAmerica 21 19.3

Summe Gesamt 109 100.0

d, 1 m 1 S 2 1 6 1 — 0.169766855 0.060993652
W S A ——(-o. )=0.

Interpretation:

dy =~ 0 = anndhernde Gleichverteilung des Merkmals.
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nominales Disparititsmafl - Vorlesungsbeispiel 4

Region or economic group (1995)

disjunkte absolute relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten
i §j nj Pj
1 OECD 21 19.3
2 EastEurope 14 12.8
3 Pacific / Asia 17 15.6
4 Africa 19 17.4
5 MiddleEast 17 15.6
6 LatnAmerica 21 19.3
Summe Gesamt 109 100.0
m o, 6
dy = (1= pf) = ——(1 — 0.169766855) = 0, 996279774
m—1 =t 6—1

Interpretation:

dy ~ 1 = annihernde Gleichverteilung des Merkmals.
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nominales Disparititsmafs - Vorlesungsbeispiel 4

Datensatz: Vorlesungsbeispiel 4

Prozent

DOECD East Europe Pacific/Asia Africa Middle East Latn America

Bemerkung:

dy =~ 0 = anndhernde Gleichverteilung des Merkmals.



2.0 GLIEDERUNG

SEMASS 2.2.2 STREUUNGSMASSE

ARE TRANSFORMATION

ordinales Disparititsmafs

Ausgangspunkt: absolute Summenhaufigkeitsverteilung eines ordinalen
Merkmales:

f:l—F=f&)=FX<&)
Definition: das ordinale DisparitdtsmaB do ist die GroBe:

6m

do=1-
© m?2—1

m—1
> FR(1—F) mit 0<dy<1
=1

Interpretation:

do = 0 = Gleichverteilung des Merkmals.
do = 1 = fast Einpunktverteilung.
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ordinales Disparititsmafs -

Klausurnoten (1995)

2.2.3 FORMENMASSE 2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION
000000000000000 000000

000000 00

00000000 00000

Vorlesungsbeispiel 5

disjunkte absolute relative relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten | Summenhaeufigkeit
J & nj Pi Fi
1 sehrgut 5 11.4 11.4
2 gut 20 45.5 56.9
3 befriedigend 10 22.7 79.6
4 genuegend 6 13.6 93.2
5 ungenuegend 4 6.8 100.0
Summe | Gesamt 45 100.0
m m—1 5 5—1
do=1-— - > RQ-F)=1- 527125(1—5):0,2846
I=1 =1

Interpretation:

do > 0 = kaum Gleichverteilung des Merkmals.
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ordinales Disparititsmafs - Vorlesungsbeispiel 5

Datensatz: Vorlesungsbeispiel 4

Frozente

50.0%
45.0%
40.0%
35.0%
0.0%
25.0%
20.0%
15.0%
10.0%

5.0%

0.0%

sehr gut gut beftiedigend genigend ungenigend

Bemerkung:

dop > 0 = kaum Gleichverteilung des Merkmals.
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2.2.2 Streuungsmafle - Gliederung

e 2.2.2.1 DisparitdtsmaBe
e 2.2.2.2 metrische StreungsmaBe
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gegeben sei die Rangwertreihe eines ordinal skalierter Datensatzes:

x1 < xp < < X,

aey

Definition: Spannweite R:

R = Xmax — Xmin = Xn — X1

Definition: Spannweite R mit Intervallbildung:

R=c¢ —q

'RANSFORMATION



2.0 GLIEDERUNG ARE TRANSFORMATION

zentraler Quantilsabstand
Ist X ein in seinen Merkmalswerten aufsteigend geordnetes, kardinal skaliertes
Merkmal einer statistischen Gesamtheit:

x1 < x < o, <Xy

dann heiBt die Differenz aus den (14p)/2 — Quantil und dem (1-p)/2 — Quantil
fiir ein vorgegebenes p, wobei 0 < p < 1, zentraler Quantilsabstand
(Interquantilsabstand) der Ordnung p, und wird mit Q, bezeichnet.

ein spezieller zentraler Quantilsabstand:

Qp = X1+p — X1—p

2 2

zentraler Quantilsabstand der Ordnung p = 0,5 (Interquartilsabstand):

Qo,5 = X105 — X1-0.5 = X0,75 — X0,25
2 2
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empirische Varianz - Berechnungsvorschriften

Ist X ein kardinal skaliertes Merkmal einer statistischen Gesamtheit, dann heiBt
das arithmetische Mittel der quadrierten Abweichungen der Merkmalswerte von
ihrem arithmetischen Mittel empirische Varianz d2:

® aus der Urlisten (Beobachtungen x; i = 1,2, ..., n)

i=1

® aus der Hiufigkeitstabelle (disjunkte Merkmale &, relative Haufigkeiten
p, 1=1,2,....m)

di=> (& -%7p
I=1
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empirische Varianz - Berechnungsvorschriften:

aus der Hiufigkeitstabelle mit Intervallbildung (Intervalmitte x/", relative

°
Haufigkeiten p;, 1 =1,2,...,r)
di = Z(X/* =% p
I=1
e fiir gepoolte Daten (arithmetisches Mittel X;, empirische Varianz d?,

relative Haufigkeiten p;, der Gruppe |, I =1,2,....r)
d=> dpt) (N-%) p=d+d
=1 =1

d? - Varianz innerhalb der Gruppen
d? - Varianz zwischen den Gruppen

'RANSFORMATION



2.0 GLIEDERUNG

2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASSE 2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION
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empirische Varianz fiir gepoolte Daten Herleitung

da

1< 1
IR P I NCEL
i=1 I=1 i=1
1 m ny 1 m ny
NI a—x AT =X) == [ — %)+ (k- X)) =
n =1 i=1 n =1 i=1
1 m ny ) 1 m ny ) 1 m ny
) VURE)FES ) DURENELS 9) 3 e B
n =1 i=1 n =1 i=1 n =1 i=1
1< P ,2
o Z n(xi —x1)° + - Z ni(x; —X)
1=1 =1

Sdtp+ > (F-%) p=d;+d
=1 =1

m ny ny

2233 ) %) = D — %) =0

I=1 i=1 i=1



2.2.3 FORMENMASSE 2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION

2.0 GLIEDERUNG 2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE
000000 0000000000 000000000000000 000000
000000 000000@0000000000  OOOOOO 00
00000 00000000 00000
00000000000000000
00000000000000
0000000000000

empirische Standardabweichung - Definition

Die (positive) Wurzel aus der empirische Varianz eines
kardinalskalierten Merkmals X heiBt empirische

Standardabweichung(dy).
dy = {/d?



2.2.2 STREUUNGSMASSE
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empirische Standardabweichung - Interpretation

Im Intervall[X — dx, X + dx] liegen mindestens 50 % aller
Beobachtungen

bei normalverteilten Beobachtungen liegen im Intervall
[X — dy,Xx + dx] ca.68 % aller Beobachtungen.

bei normalverteilten Beobachtungen liegen im Intervall
[X — 2dx, X + 2d,] ca.95 % aller Beobachtungen.

bei normalverteilten Beobachtungen liegen im Intervall
[x — 3dy, X + 3dx] ca.99 % aller Beobachtungen.



2.2.2 STREUUNGSMASSE

00000000 e00000000

Variationskoeffizient

Der Koeffizient aus empirischer Standardabweichung d, und
arithmetischen Mittel X heiBt Variationskoeffizient (V)

dx
Vx = —

X
Voraussetzung : X>0und x; >0Vi=1,2,....n

Interpretation; Ein Variationskoeefizient groBer als 0,5 ist ein Indiz dafiir,
dass das arithmetische Mittel X wegen der sehr groBen Streung d, kein

geeigneter Repradsentant der Einzelwerte x; ist.
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metrische Streuungsmafle - Beispiel 1
gegeben geordnete Urliste: (Telefongespriche)

x1 <x < ., < Xxp

D X
I

Xmax — Xmn = Xo — X1

1+p — X1—p

2 2

Z(Xi -x)

L
|
S| X

S
[

x| Q&
S
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Streungsmasse Vorlesungsbeispiel 1

aufsteigend sortierte Urliste:

0,04
0,12
0,26
0,39
0,51

0,77
0,97
1,07
1,29
1,57

1,72
1,86
2,13
2,58
3,11

3,51
411
4,32
4,60
5,98

0,09
0,14
0,27
0,44
0,55

0,84
0,97
1,15
1,33
1,57

1,74
1,93
2,14
2,59
3,13

3,60
414
4,41
4,67
7.71

0,10
0,16
0,27
0,46
0,63

0,87
1,03
1,19
1,33
1,62

1,74
1,99
2,15
2,82
3,15

3,64
423
4,41
468
8,05

0,10
0,22
0,34
0,48
0,66

0,87
1,05
1,20
1,42
1,68

1,78
2,01
2,28
2,92
3,23

3,86
428
4,52
539
817

0,11
0,23
0,38
0,51
0,76

0,97
1,06
1,26
1,54
1,70

1,79
2,02
2,38
3,1
347

3,90
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metrische Streuungsmafle - Beispiel 2

gegeben Haufigkeitstabelle mit disjunkten Merkmalsauspragungen: (z.B. 50 Wohnungen)

&1 <8< .., <&nm

m
Zlﬁi*"i m
X = — ZZ&*P,'
n i=1
R = &umax —&min =&m — &1
@ = Xip —X1p
2 2
2 1 & 2 = 2
dy = =3 (& -X7xnm=) (&—%) xp
miz i=1
do = /a2
d,

X

Vi =

xi |
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Streungsmasse Vorlesungsbeispiel 1

Aufgabe; Bestimmen des 0,05 - Quantils (p =0,05)

disjunkte absolute relative
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten
J & nj pj
1 1 1 0.02
2 2 4 0.08
3 3 11 0.22
4 4 23 0.46
5 5 8 0.16
6 6 2 0.04
7 7 1 0.02
Summe 50 1
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metrische Streuungsmajle - Beispiel 3
gegeben Klassifizierung (Intervalle, Telefongespriche)

/1, /2, ceey 13 = [C()7 C1]7 [C1, C2]7 ceey (Cr_17 Cr]

,
SXi-n r
- = . ~
X  — = E X - p1
n
=1
R = ¢—o
Qp = Xitp — X1—
P EiE
r 1 r
2 =~ —\2 ~ —\2
d, = E (xi —x) -p/:;E a—=%x)" xn
1=1 1=1
de = d?
d
Vx = fx
X



Haufigkeitsverteilung, tabellarisch

2.2.2 STREUUNGSMASSE

0000000000000 0e00

Streuungsmasse Vorlesungsbeispiel 2

BEAEELER

1 0 2 58| 0,58
2 | 2| 4 2| o2
30 4| 6| 18 016
46| 10| 3 00
=510 | 14| 1] oo
5 n=100| 1,00

Klzssenunter- hzw. -oherarenze

P/

0,2000

0,1100

0,0800

0,0075

0,0025
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metrische Streuungsmafe

gegeben geopoolter Datensatz (Telefongespréiche)

disjunkten Gruppen Dy, D>, ...,

r
> %
p=1

mltn_an

Cr— Qo

S
1=1

x| &
N

Pty (xi—%)p=
=1

Beispiel /

D, mit (D1 ub,U...U D,)

d:+dp



2.2.2 STREUUNGSMASSE
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Streuungsmasse (gepoolter Datensatz) -
Vorlesungsbeispiel 2

Datensatz: Vorlesungsbeispiel 2

I oy o n B arithmetisches Mittel |empirische Varianz
1 0 2 a8 0.58 0.92 0.3508
2 2 4 22 0.22 29 0.3694
3 4 B 16 018 4.63 0.2578
4 B 1 3 0.03 733 0.038
9 10 4 1 0.01 13.13 0
100 1
Bemerkung:

Mittelwerte und empirische Varianzen werden aus der Urliste fiir die entsprechenden Gruppen berechnet.
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Mafizahlen der Verteilung

2.2.1 LagemaBe (MaBe der zentralen Tendenz)

2.2.2 StreuungsmaBe
2.2.3 Formenmale

2.2.4 lineare Transformationen
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2.2.3 Formenmafle - Gliederung

e 2.2.3.1 Schiefe
e 2.2.3.2 Wolbung
e 2.2.3.3 empirische Momente
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Formenmafle Einfiihrung

| Form der Verteilung |
I

» Boxplot

7

+ Lageregel Wélbungsmal nach
. emp. G i zi ~harli
der Schiefe (Kurtosis / Exzess)
- Schiefemaf nach Charlier
(Skewness)




'RANSFORMATION
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Symmetrie / Schiefe - Histogramm
Symmetrie / Asymmetrie einer empirischen Verteilung (Histogramm)

linksschief symmetrisch rechtsschief

emp. Dichte
emp. Dichte
emp. Dichte

% X X Lageregel:

(beziiglich der Modalwerte xy und des arithmetischen Mittels X)
= X0,5 xm < Xo,5 < X

=X

X < Xo,5 < Xm XM



2.2.3 FORMENMASSE
000®00000000000

. Symmetrie / Schiefe - Beispiel
Beispiel: TelefongeSprache:
Analyse der Symmetrie / Asymmetrie einer empirischen Verteilung (Histogramm)

emp. Dichte (Haufigkeits dichte)

L

n-dy
Y
0,30
0,28
0,26
0,24
022
0,20
0,18
0.16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,4
0,02

LA UL R RN SR AR R RN RN RRENS RERRERERY RRERREEanEaREE]

0 2 4 6 10 14

X
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2.2.1 LAGEMASSE 2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASSE 2.2.4 LINEARE

'RANSFORMATION
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Symmetrie / Schiefe - Boz-and- Whisker-Plot

Symmetrie / Asymmetrie einer empirischen Verteilung (Box-and-Whisker-Plot)

} — Extreme Werte

} — Ausreiler

—f—— — GroRter nicht-extremer Wert

75%-Perzentil
50%-Perzentil (Median)
25%-Perzentil

~—— Kleinster nicht-extremer Wert

Die Form und die Lage der Box kann zur Analyse der Symmetrie / Asymmetrie
genutzt werden.
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Beispiel: Telefon‘gygxgl:metrie / SChi@fe - Be'l'Spl.el

Analyse der Symmetrie / Asymmetrie der empirischen Verteilung
(Box-and-Whisker-Plot)

AusreiBer Extremwert
- om *
; 1 : 1 1 Ll T ] ; 1
0,60 : ,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 : 1400
it Telefongespriachsdauer, in Minuten
Hops= 3,47
i Kgea= 1T
X o2s= 076

Fopn, = 0,04 W = TRIR
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Symmetrie / Schiefe Maj$zahlen

MaBzahlen zur Messung der Schiefe:
Quantilskoeffzient der Schiefe:

(X(14p)/2 — %0,5) — (X0,5 — X(1—p)/2)

X1+p)/2 ~ X(1-p)/2

p =0,5 = Quartilskoeffizient
Der Quartilskoeffizient der Schiefe erlaubt eine Aussage iiber 50 % der mittleren

Merkmalsauspragungen:
® wenn Quartilskoeffizient < 0, dann linksschief
® wenn Quartilskoeffizient = 0, dann symmetrisch

® wenn Quartilskoeffizient > 0, dann rechtsschief
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Symmetrie / Schiefe Vorlesungsbeispiel 1

disjunkte absolute relative absolute
Merkmalsauspraegung | Haeufigkeiten | Haeufigkeiten | Summenhaeufigkeit
J g nj pj Fj
1 1 1 0.02 1
2 2 4 0.08 5
3 3 11 0.22 16
4 4 23 0.46 39
5 5 8 0.16 47
6 6 2 0.04 49
7 7 1 0.02 50
Summe 50 1

Quantilskoeffizient:
Berechnen der Quantile:

p=05 = g=25=x,=4
p=0.25 = g=125=x,=3
p=07 = g=3715=x=4
p=01 = g=5=x,=2

p=09 = g=45=x,=6
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2.2.2 STREUUNGSMASSE 2.2.3 FORMENMASSE 2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION

0000000000 0O0000000e000000 0VOOOOO
0000000000000 0000 000000 (e]e}
00000000 00000
(e]o]e}

Symmetrie / Schiefe Vorlesungsbeispiel 1

Quantilskoeffzient der Schiefe:

p=05 = g=25=x,=4

p=025 = g=125=x,=3
p=075 = g=375=x,=4
p=01 = g=5=x=2

p=09 = g=45=x,=6

(X 4p)/2 — ¥0,5) — (%0,5 — X(1—p)/2)

X(1+p)/2 ~ X(1-p)/2

(x(1.5)/2 = %0,5) — (x0,5 — X(0.5)/2)

X(1.5)/2 — X(0.5)/2

(0.75 — x0,5) — (0,5 —x0.28) _ (4—-4)-(4-3)

p
p =05
p=20.38

X0.75 — X0.25 4-3
(x(1.8)/2 — %0,5) — (x0,5 — X(0.2)/2)

X(1.8)/2 — X(0.8)/2

(0.9 =x0,5) = (05 =x0,1) _ (6-4)—(4-2) _ 0

X0.9 — X0.1 6—2
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'RANSFORMATION

Symmetrie / Schiefe Vorlesungsbeispiel 1

p=0.5 : Quartilskoeffizient = —1
p=0.8 : Quantilskoeffizient = 0

Interpretation:

® Quartilskoeffizient = -1 = linksschief

® Quantilskoeffizient = 0 = symmetrisch

= widerspriichliches und grobes Ergebnis

siehe Histogramm
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Symmetrie / Schiefe Vorlesungsbeispiel 1

Histogramm:

Interpretation: anndhernd symmetrisch, leicht rechtsschief
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Symmetrie / Schiefe Maj$zahlen

MaBzahlen zur Messung der Schiefe (skewness) aus der Urliste:

SchiefemaB nach CHARLIER Sy:

Sx

o2
mit mg

x| w

Interpretation:
® wenn Sx < 0, dann linksschief
® wenn Sx = 0, dann symmetrisch

® wenn Sy > 0, dann rechtsschief

¢ (m2y
% Z(Xi —x)?
i=1

1
- Z(X,’ - Y)?’
it
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Symmetrie / Schiefe Majf$zahlen
MaBzahlen zur Messung der Schiefe (Skewness) aus Hiufigkeitsverteilung (disjunkte

Merkmalsausprigungen):
SchiefemaB nach CHARLIER Sy:

m3
S =
\/(m2)3
mit m2 = Z(x,-—?)2~p,-

i=1

Interpretation:
® wenn Sy < 0, dann linksschief
® wenn Sx = 0, dann symmetrisch

® wenn Sx > 0, dann rechtsschief
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Symmetrie / Schiefe - Beispiel
SchiefemaB nach CHARLIER Sy aus der Urliste:

3
mgz

Se =

V(m2)?
0.126912
1/1.20043

) 1 _
mit m& = o ;(X:’ —X)? =1.2004

= 0.096496977

X

1 n
m = - > (% —%)? = 0.126912
i=1

Sx =~ 0, deshalb anndhernd symmetrisch
Sx > 0, deshalb leicht rechtsschief
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Symmetrie / Schiefe Vorlesungsbeispiel 1

Histogramm mit Normalverteilungskurve:
Azl
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2.2.3 Formenmafle - Gliederung

e 2.2.3.1 Schiefe
e 2.2.3.2 Woélbung
e 2.2.3.3 empirische Momente
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Waolbung grafische Darstellung

Wolbung einer Verteilung einer empirischen Verteilung (Histogramm)
.

normal gewdlbt

flachgewolbt

0. *Ll X

emp. Dichte
emp. Dichte
emp. Dichte
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Walbung Maj$zahlen

MaBzahlen zur Messung der Walbung (kurtosis) aus der Urliste:

WadlbungsmaB nach CHARLIER W:

Wi

o2
mit mg

SES

Interpretation:
® wenn Wx < 0, dann flach gewdlbt
® wenn Wx = 0, dann normal gewdlbt

® wenn Wx > 0, dann stark gewdlbt

it

G

" Z(Xi —X)
i=1

1 n

" Z(Xi - X)4
i=1
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Walbung Maj$zahlen

MaBzahlen zur Messung der Walbung (kurtosis) aus Hiufigkeitsverteilung (disjunkte
Merkmalsausprigungen):
WoélbungsmaB nach CHARLIER W;:

W o= s
X = T
(m3)?
n
mit m2 = Z(x,— —x)%.p
i=1

3
T
Il
X
|
R}

s
3

i=1

Interpretation:
® wenn Wx < 0, dann flach gewélbt
® wenn Wx = 0, dann normal gewdlbt

® wenn Wx > 0, dann stark gewdlbt
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Wélbung - Vorlesungsbeispiel 1

Wélbung nach CHARLIER

Interpretation:

Wi aus der Urliste:

5.46951952

12002 3 = 0.795746525

1 n
= =) (x—x)* =1.2004
n i=1

1 n
= =) (x—x)* =5.46951952
n
i=1

W, = 0.795746525 > 0 = starker als normal gewdlbt
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Wélbung - Vorlesungsbeispiel 1

Histogramm mit Normalverteilungskurve:
Azl
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2.2.3 Formenmafle - Gliederung

e 2.2.3.1 Schiefe
e 2.2.3.2 Wolbung

e 2.2.3.3 empirische Momente
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empirische Momente

Empirisches Moment um c der Ordnung r

1. aus der Urliste

1
mg = ; Z(X,’ — C)r
i=1

2. aus einer Hiufigkeitsliste (ohne Intervallbildung)

mi=3" (&) P
1=1

3. aus einer Hiufigkeitsliste (mit Intervallbildung)

m
my & Z({,* —c) - p mit §§ — Klassenmitte
=1
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empirische Nullmomente

Empirisches Moment um 0 der Ordnung r aus der Urliste

1E 1E
m6=*Z(Xf—0)r:*ZXf'
ni:l ni:l

r =1: erstes Nullmoment = arithmetisches Mittel:

n

mé:}:

S

Xi
1

1
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em z'm's(ghe A entg;g{momente

Empirisches Moment um*x der Ordnung r aus iste

i=1

r =2: zweites Zentralmomentt = empirische Varianz:
1 n

2 —\2

m; = — Z(X; —X)
ni

weitere wichtige Zentralmomente fiir Berechnung der Schiefe und Wdlbung nach
CHARLIER

r=3:m = 2 (x-%x)°
n“
i=1
1 n
r=3:m: = =) (x-%)?*
n
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Null- und Zentralmomente - Vorlesungsbeispiel 1

Urliste / Haufigkeitstabelle:

1 n
mé = 7:;2)@:3.86
i=1
1 n
m2 = dx= - > (% —x)* =1.2004
i=1
1 n
md = - > (% —%)* = 0.126912
i=1
1 n
mt = - D (xi —X)* = 5.46951952

i=1
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Null- und Zentralmomente - Vorlesungsbeispiel 2

Datensatz mit Intervallbildung:

n
my = ?=Z§f~p,-:2.4
i=1

n
mi = dx=) (& —x)7-p=416
i=1
n
mi = Y (& —-x)-p=15.384
i=1
n
my = ) (& —x%)* pi =124.0064
i=1

mit & —  Klassenmitte
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Einfiihrung in SPSS - Themen

Statistische Themen: Deskriptive Statistik

e Hiufigkeiten - Fortsetzung
® Deskriptive Statistik




2.2.3 FORMENMASSE

0000000 e

Formenmafle - Beispiel

mit Excel:

Beispiel 1 (aus Urliste): BeispielW95.xls
Beispiel 2 (aus Klassifizierten Daten): Zinsatze 2007_1.xls:
Beispiel 3 (gepoolter Datensatz):Zinsatze 2007 4 .xls

Aufgaben: Bestimmen Schiefe, Kurtosis, Momente

mit SPSS:

Beispiel 1 (mit Gruppenbilung unter SPSS): World95.sav.xls
Beispiel 2 (aus Klassifizierten Daten): Zinsdtze 2007_1.xls:

Aufgaben: Bestimmen Schiefe, Kurtosis, Momente
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Mafizahlen der Verteilung

2.2.1 LagemaBe (MaBe der zentralen Tendenz)

2.2.2 StreuungsmaBe
2.2.3 FormenmaBe
2.2.4 lineare Transformationen
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2.2.4 lineare Transformationen - Gliederung

e 2.2.4.1 Einfiihrung
e 2.2.4.2 Standardisierung
e 2.2.4.3 standardisierte MaBzahlen
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lineare Transformation

e Xx; - beobachtete Merkmalswerte
e y; - transformierte Merkmalswerte
e yi=a+ b-x; mit b+ 0 - Transformationsforschrift
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transformierte Verteilungdsparameter

arithmetisches Mittel — y = a+ bx
empirische Varianz — d}% = b* - d?
empirische Standardabweichung — d, = |b| - d

Schiefe — S, =S,
Woelbung — W, = W,
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transformierte Verteilungdsparameter - Herleitung

yi = a+ b-x; mit b# 0 - Transformationsforschrift

n

%i}’i: Z(a—!—b x)=a+b- Zx,_a+b <
i-1

i=1

<
Il

SN - PRSI N xima—b-xXP= 2SR (x - x)? = b2
d, = n~;(y' y) = n.;(a—&—b xi—a—b-X)" = ”',Z:;b (xi—x)"=0b
dy = y/dj=]b|-d
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transformierte Verteilungdsparameter - Herleitung

yi = a+ b-x; mit b# 0 - Transformationsforschrift
Schiefe - S, = S«

mo= B
(m = b y/(m2)
3
s,

my _ m —s,
Jmy V(me)?
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transformierte Verteilungdsparameter - Herleitung

yi = a+ b-x; mit b# 0 - Transformationsforschrift
Woelbung - W, = W,

4 4 4
my = b -mg
(m3)° b* - (m3)*
4 4 4 4
b* - mg ms
W, = 2 _3- 3= W,
S N () N ()
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2.2.4 lineare Transformationen - Gliederung

e 2.2.4.1 Einfiihrung
e 2.2.4.2 Standardisierung
e 2.2.4.3 standardisierte MaBzahlen
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2.0 GLIEDERUNG 2.2.1 LAGEMASSE
000000 0000000000 000000000000000
000000 00000000000000000 000000
00000 00000000
00000000000000000
00000000000000
0000000000000

e Xx; - beobachtete Merkmalswerte
e z; - transformierte Merkmalswerte

°* zj = X"dj - Transformationsforschrift

2.2.4 LINEARE TRANSFORMATION
000000

oce

00000
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2.2.4 lineare Transformationen - Gliederung

e 2.2.4.1 Einfiihrung
e 2.2.4.2 Standardisierung
e 2.2.4.3 standardisierte MaBzahlen
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standardisierte Maf$zahlen

zj = % - Transformationsforschrift
e 7z =0 - arithmetisches Mittel
e d, =1 - transformierte Merkmalswerte

e dimensionslos
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z; = 2% _ Transformationsforschrift

dx
n 1 n I—i
.;Zi—n.z()wx)()—n.dx—o

- 1

d? = 1-z:(z,-—2)2:;-232i2:

NI
Il
S|

n - ;
i=1 i=1
I &~ x—-%Xo, 1 1 )
- . - .. P — X =1
n ;( dx ) d3 n ;(X X)

dz = \/d>22:\/I:1
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Interpretation Schiefe - Wolbung

1 (Xi—Xy3 1 G (=%x)P°
n ;( dy ;o= n ; a3
11 < 3 m:
- d_g.iz:;(x,—x) = (m?)3_5X
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Exkurs: Normalverteilung und MajfSzahlen der Verteilung

Normalverteilung = idealtypische symmetrische Verteilung mit normaler Wélbung
Standard-Normalverteilung: zusitzlich (Mittelwert = 0, Standardabweichung =1)

Dichtefunktion

4 3 2 -1 0 1 2 3 4
Paramater der Verteilung:

Mittelwert = 0
Standardabweichung = 1
Schiefe = 0

Woélbung = 0
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