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1 Grundlegende Konzepte

1.1 Zinskurve und Diskontierung

Die Zinskurve r(t) gibt den Zinssatz fiir die Laufzeit ¢ an. Zur Bewertung verwenden wir

kontinuierliche Diskontierung:
DE(t) = e "0
wobei:
e DF(t) = Diskontfaktor fiir Laufzeit ¢
e r(t) = Zinssatz aus der Zinskurve fiir Laufzeit ¢

e ¢ = Zeit in Jahren

1.2 Interpolation der Zinskurve

Fiir Laufzeiten zwischen den Stiitzstellen verwenden wir lineare Interpolation:

wobei t; <t <ty und rq,ry die Zinssétze bei tq,ty sind.

2 Fixed Rate Bonds

2.1 Bond-Parameter

e N = Nominalbetrag

¢ = Kupon (Jahres-Zinssatz)

e 1" = Laufzeit in Jahren

lich)
e n = Anzahl Zahlungen = |T - f]

At = Zahlungsintervall = %

2.2 Kuponzahlungen
Die Kuponzahlung pro Periode betragt:

C:

f

Die Zahlungstermine sind:

t,=1-At firi=1,2,...,n

(1)

f = Zahlungsfrequenz (1=jéhrlich, 2=halbjéhrlich, 4=vierteljahrlich, 12=monat-
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2.3 Present Value (Barwert)

Der Present Value besteht aus der Summe aller diskontierten Kuponzahlungen plus der
diskontierten Riickzahlung:

PV =Y C-DF(t;)+ N - DF(t,) (5)
i=1
Ausgeschrieben:
PV =) C.e il N.emrln)in (6)

i=1

2.4 Clean Price und Dirty Price

Clean Price (ohne Stiickzinsen):
P
Clean Price = TV - 100% (7)

Accrued Interest (Stiickzinsen):

C-d
Al =
dPeriode

wobei:
e d = Tage seit letzter Kuponzahlung
® dpeaiode = Tage in einer Periode = %

Dirty Price (mit Stiickzinsen):

Al
Dirty Price = Clean Price + - 100% (9)

2.5 Macaulay Duration

Die Macaulay Duration misst die durchschnittliche Kapitalbindungsdauer:

1 n
Dytae = == t;-C-DF(t;) +t,-N-DF(t, 1
e = 7 |t O+ DF () + (t) (10)

2.6 Modified Duration

Die Modified Duration misst die prozentuale Preisinderung bei Zinsénderung:

DMaC

DMod - [ (11)
f

1+
wobei 7 der durchschnittliche Zinssatz ist (z.B. r(7'/2)).
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2.7 DVO01 (Dollar Value of 01)
DVO01 misst die absolute Wertédnderung bei 1 Basispunkt (0.01%) Zinsénderung:

DVO01 = — [PV (r 4 0.0001) — PV ()] (12)

Berechnung:
1. Erhohe alle Zinssétze in der Kurve um 1bp: 7/(¢) = r(¢t) 4+ 0.0001
2. Berechne PV’ mit der verschobenen Kurve

3. DV01l = —(PV' — PV)

2.8 Konvexitat

Die Konvexitéit misst die Kriimmung der Preis-Zins-Beziehung:

PVt 4+ PV~ —2.P
Konvexitit = v _;V?/(AT)Q v (13)

wobei:

e PV* = Present Value bei r(t) + Ar
e PV~ = Present Value bei r(t) — Ar
e Ar =0.0001 (1 Basispunkt)

3 Floating Rate Bonds

3.1 Bond-Parameter
e N = Nominalbetrag
e s = Spread iiber Referenzzins (in Basispunkten)

e 1" = Laufzeit in Jahren

f = Zahlungsfrequenz

n = Anzahl Zahlungen = |T" - f|

3.2 Forward Rates

Fiir jeden Zahlungstermin berechnen wir die Forward Rate aus der Zinskurve:
Erste Periode:

fl = T(tl) (14>
Folgeperioden:
DF(t;,_1)/DF(t;) — 1
j, = DElec)/DF 5)
i — i1
Ausgeschrieben:
—r(ti—1)ti—1 [ p—7(ti)t; _ 1
f= Je (16)

ti —ti—1

>
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3.3 Variable Kuponzahlungen
Die Kuponzahlung fiir Periode ¢ betrégt:

N-(fi+s)

C; = 17
ffreq ( )
wobei:
e f, = Forward Rate fiir Periode ¢
e s = Spread (als Dezimalzahl, z.B. 150bp = 0.015)
® fieq = Zahlungsfrequenz
3.4 Present Value
PV = C;- DF(t;)+ N - DF(t,) (18)
i=1
3.5 Accrued Interest
Geschétzt mit der ersten Forward Rate:
ar= G (19)
dPeriode
wobei O = Y:1ts) ](C{ 16:3)
4 Zero-Coupon Bonds
4.1 Bond-Parameter
e N = Nominalbetrag / Riickzahlung
e 1" = Restlaufzeit in Jahren
4.2 Present Value
Bei Zero-Coupon Bonds gibt es nur eine einzige Zahlung am Ende:
PV =N-DF(T)=N-e DT (20)
4.3 Clean und Dirty Price
Da es keine Kuponzahlungen gibt:
PV
Clean Price = Dirty Price = - 100% (21)
Accrued Interest = 0 (22)
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4.4 Macaulay Duration

Fiir Zero-Coupon Bonds entspricht die Duration der Laufzeit:

Dyae =T (23)
4.5 Modified Duration
T
Dioa = T /(1) (24)

4.6 DVO01 und Konvexitit
Analog zu Fixed Rate Bonds, aber mit nur einer Zahlung:
DVOl = — |:N . e—(T(T)+0.0001)~T —N. e—?'(T)~T] (25)

PVt + PV~ —2.PV
Konvexitiit = 26
onvexita PV . (00001)2 ( )

5 Value at Risk (VaR)

5.1 Zwei Methoden
Der Rechner unterstiitzt zwei VaR-Methoden:
1. Parametrischer VaR — bei manueller Zinskurven-Eingabe

2. Empirischer Portfolio-VaR — bei historischen Zinsdaten

5.2 Parametrischer VaR

Bei manueller Eingabe der Zinskurve verwenden wir:

VaR = z, * Oscalea - 10000 - |[DVO1] (27)

wobei:

e 2, = Z-Score fiir Konfidenzniveau a (z.B. 1.645 fir 95%)
® 0..led = skalierte Volatilitat

e DV01 = Dollar Value of 01 (in EUR)

Volatilitatsskalierung:

h
Oscaled = Otaglich * 2_50 (28)
wobei:

® Oysgiich = tégliche Zinsvolatilitdt (in Dezimalform)
e h = Zeithorizont in Tagen

e 250 = Anzahl Handelstage pro Jahr
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5.3 Empirischer Portfolio-VaR mit historischen Daten
5.3.1 Historische Datenstruktur
Die CSV-Datei enthélt:

e Datum
e Zinssétze fiir verschiedene Laufzeiten (z.B. 3M, 6M, 1Y, 2Y, 3Y, 5Y, 7Y, 10Y)
e Mindestens 250 Beobachtungen

5.3.2 Berechnung der Returns

Die téglichen Returns werden als Log-Returns der Diskontfaktoren berechnet:
DEF;(t et

e i = Index der Laufzeit (1,2,...,m)

wobei:

e { = Zeitindex (Tag)
e 7; = Laufzeit in Jahren fiir Stiitzstelle ¢

o 1;, = Zinssatz fiir Laufzeit ¢ am Tag t (stetige Verzinsung, Dezimal)

Begriindung: Der Log-Return des Diskontfaktors ist direkt proportional zur Barwertdnderung
eines Cashflows. Gegeniiber der einfachen Zinsénderung Ar beriicksichtigt ¢; ; die Laufzeit
7; als natiirliche Gewichtung und ist fiir Normalverteilungsannahmen besser geeignet.

5.3.3 Empirische Varianz-Kovarianz-Matrix

Die empirische Kovarianz zwischen Laufzeiten ¢ und j wird berechnet als:

1 « ; ;

Sy D)) w
t=1

wobei:

e 7' = Anzahl Beobachtungen (Returns)

e (/; = Mittelwert der Log-Returns fiir Laufzeit i

Mittelwerte:
I
b=l (31)
t=1
Die vollstéandige Kovarianz-Matrix ist:
Yo XY oo Xim
5 _ 2.21 2?2 E.Zm (32)
Zml EmQ e Zmm

Die Einheit von %;; ist (Aln DF)?.
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5.3.4 Volatilititen

Die Volatilitat fiir Laufzeit ¢ ist:

5.3.5 Korrelationen

Die Korrelation zwischen Laufzeiten ¢ und j ist:

= 34
Pi = o (34)
Die Korrelations-Matrix ist:
1 P12 Pim
par L o poy
P = : : .. : (35)
Pm1  Pm2 1

5.3.6 Sensitivitdtsvektor

Fiir jede Stiitzstelle ¢ der Zinskurve wird die Sensitivitét als barwertgewichteter Cas-
hflow berechnet:

si =Y CFy-DF(ty) - w;(t) (36)
k=1
wobei w;(t)) das lineare Interpolationsgewicht des Zahlungstermins ¢, auf Stiitzstelle
1 ist:
(1 falls tp, = 75

Tit1 — t
Tk falls T <t < Tit1

wity) = gt T (37)
e S R
Ty — Ti—1

0 sonst

\

_ Die 6konomische Interpretation: s; entspricht der Anderung des Barwerts bei einer
Anderung von In DF(7;) um eine Einheit, d.h.

0PV
— X 38
oW DF(r;) ° (38)
Der Sensitivitatsvektor ist:
S1
59
s = ) (Einheit: EUR) (39)
Sm

Konsistenzcheck: Y. s; = PV (Summe der gewichteten Sensitivitdten ergibt den
Barwert).
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5.3.7 Portfolio-Varianz
Die Portfolio-Varianz (tégliche Basis) wird berechnet als:

UIZJISTES:iiSZ"EU'Sj (40)

i=1 j=1

Die Einheiten sind konsistent: [EUR]* - [(AIn DF)?|/[(Aln DF)? — [EURJ*.
Die Portfolio-Standardabweichung ist:

op =1/0% (Einheit: EUR/Tag) (41)

5.3.8 Skalierung auf Zeithorizont
Da op bereits aus tédglichen Returns berechnet wurde, skaliert die Quadratwurzel-Regel
direkt mit dem Horizont in Handelstagen:

O'p,h:(fp'\/ﬁ (42)

wobei h der Zeithorizont in Handelstagen ist.

Begriindung: Die Kovarianzmatrix ¥ ist in Einheiten von (Aln DF)? pro Handels-
tag. Eine Division durch 250 wére nur erforderlich, wenn op in Jahreseinheiten vorlage —
das ist hier nicht der Fall.

5.3.9 Portfolio-VaR
Der finale VaR wird berechnet als:

VaR = 2o - 0pp =24 - Op - Vh (43)

wobei die Einheit direkt EUR ist, da s in EUR und ¥ dimensionslos (in (Aln DF)?)

1st.

5.4 Z-Score Berechnung

Der Z-Score wird iiber die inverse Normalverteilung berechnet:
Ze = () (44)
Beispielwerte:
e 90% Konfidenz: zpg9y = 1.282
e 95% Konfidenz: 295 = 1.645
e 99% Konfidenz: zpg9 = 2.326

10
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6 Statistische Analysen

6.1 Cashflow-Statistiken

Gegeben seien die Cashflows C,Cy, ..., C,.
Mittelwert:

Varianz:
1 n
o’ = n Z(C’L —p)’
i=1

Standardabweichung;:

oc=Vo?

6.2 Kovarianz zwischen aufeinanderfolgenden Cashflows
Cov(Cy, Cit1) = (Ci — 1) (Ciq — )

Durchschnittliche Kovarianz:

n—1
— 1
Cov = n— 14 (Ci = ) (Cisr — )
6.3 Korrelation
Cov
p = ?

7 Szenario-Analyse

Fiir die Szenario-Analyse verschieben wir die gesamte Zinskurve parallel:

r'(t) =r(t) + Ar

wobei Ar € {—50,—-25,—10,0, +10, +25, +50} Basispunkte.
Fiir jedes Szenario berechnen wir:

e Neuer Present Value: PV’
e Absolute Anderung: APV = PV’ — PV

e Prozentuale Anderung: % -100%

e Necue Clean Price: PTV/ -100%

11

(50)

(51)
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8 Yield to Maturity (YTM)

Die Yield to Maturity ist der interne Zinssatz, der den Present Value mit dem Marktpreis
gleichsetzt.
Fiir die Approximation verwenden wir:

YTM ~ 7 (52)

wobei 7 der durchschnittliche Zinssatz der Zinskurve ist (z.B. bei T'/2).
Hinweis: Eine exakte YTM-Berechnung erfordert iterative Verfahren (z.B. Newton-
Raphson), die fiir komplexe Zinskurven-Strukturen aufwendig sind.

9 Implementierungshinweise

9.1 Numerische Stabilitat

e Alle Zinssétze werden intern als Dezimalzahlen gespeichert (z.B. 3.5% = 0.035)
e Basispunkte werden durch Division durch 10000 konvertiert

e Exponentialfunktionen verwenden e~"* fiir kontinuierliche Diskontierung

9.2 Zinskurven-Management

e Lineare Interpolation zwischen Stiitzstellen
e Konstante Extrapolation auflerhalb des definierten Bereichs

e Spread-Anpassungen werden nach der Interpolation addiert

9.3 Handelstage-Konvention

Fiir VaR-Berechnungen verwenden wir die Konvention:
e 250 Handelstage pro Jahr

e 365 Kalendertage fiir Stiickzins-Berechnungen

10 Beispielrechnung 1: Fixed Rate Bond
10.1 Gegeben

e Nominalbetrag: N = 1,000,000 EUR

e Kupon: ¢ = 3.5% p.a.
Laufzeit: T' =5 Jahre

Frequenz: f = 2 (halbjéhrlich)

Zinssatz (konstant): r = 3.0%

12
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10.2 Berechnungen
Anzahl Zahlungen:

n=|5-2] =10 (53)
Kuponzahlung:
1,000,000 - 0.035
C=-"— 5 = 17,500 EUR (54)
Zahlungstermine:
t; ={0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,5.0} Jahre (55)

Present Value (erste 3 Zahlungen + Prinzipal):

PV = 17,500 - %9305 417500 - ¢ 00310 4
+ 17,500 - e~ %9359 11,000,000 - 6_00350 (56)

Numerisches Ergebnis:

PV ~ 1,023,186 EUR (57)
Clean Price: 1.093.186
1 Price = —~—— -1 = 102.32
Clean Price 1,000,000 00% = 102.32% (58)

11 Beispielrechnung 2: Floating Rate Bond

11.1 Gegeben
e Nominalbetrag: N = 1,000,000 EUR

e Spread: s = 150 bp = 0.015
o Laufzeit: T' = 5 Jahre
e Frequenz: f =4 (vierteljéhrlich)

e Zinskurve: steigend von 2.5% (3M) bis 3.9% (10Y)

11.2 Berechnungen
Anzahl Zahlungen:

n=|5-4] =20 (59)
Zahlungsintervall:
1
At = 1= 0.25 Jahre (60)
Forward Rate Berechnung (Beispiel fiir Periode 2):
Gegeben:

e t; = 0.25 Jahre, r(t1) = 2.5%

o t, = 0.50 Jahre, r(t3) = 2.6%

13
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DF(t))/DF(ty) — 1
to — 11
~0.025:025 /—0.026:0.50 _ |

0.50 — 0.25
~0.993769/0.987080 — 1
N 0.25
= 0.027112 = 2.711% (61)

fa=

e

Kuponzahlung Periode 2:
1,000,000 - (0.02711 + 0.015)

Cy 1 = 10,528 EUR (62)
Present Value der Periode 2:
PV, = 10,528 - ¢~ 0026050 — 10 392 EUR (63)
Gesamter Present Value:
20
PV = Z C; - DF(t;) + 1,000,000 - DF(5.0) ~ 1,045,230 EUR (64)

=1

12 Beispielrechnung 3: Portfolio-VaR mit historischen
Daten (v3.2)

12.1 Gegeben
Fixed Rate Bond: N = 1,000,000 EUR, ¢ = 5%, T' = 5 Jahre, jiahrlich

251 historische Beobachtungen (Euro-Zone Zinskurve)

5 Laufzeiten: 1Y, 2Y, 3Y, 4Y, 5Y
Aktuelle Zinskurve: 2.88%, 2.94%, 3.04%, 3.32%, 3.88%

Konfidenzniveau: 99%

Zeithorizont: h = 1 Tag

12.2 Kovarianz-Matrix der Log-Returns

Aus den 250 téglichen Log-Returns ¢;; = In(DF;(t)/DF;(t — 1)) berechnet (in 107°):

057 1.33 1.99 261 3.09
1.33 353 567 752 9.11
»=[199 567 1024 14.36 17.80 (65)
261 7.52 14.36 22.28 29.17
3.09 9.1 17.80 29.17 42.07

14
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12.3 Sensitivititsvektor

Fiir den 5-jahrigen Bond mit jéhrlichen Zahlungen (Zahlungstermine = Markttenors):

CFy -
CFy -
s=|CF;s-
CFy-

CF;
Konsistenzcheck: >~ s; = 1,049

DF(1) 48,581
DF(2) 47,145
DF(3) | = | 45642 | EUR
DF(4) 43,782
. DF(5) 864,841

990 EUR = PV v

12.4 Portfolio-Varianz und VaR

op =

sTY s = 36,291,289 EUR?

op = /36,201,280 = 6,024 EUR/Tag

Skalierung (h =1 Tag):

op1 = 6,024 - V1 = 6,024 EUR

VaRggy. 14 = 2.3263 - 6,024 = 14,014 EUR

Fiir 10 Tage:

VaRggn, 104 = 2.3263 - 6,024 - V10 = 44,318 EUR

13 Zusammenfassung der Formeln

Tabelle 1: Ubersicht aller Hauptformeln (v3.2)

Kennzahl Formel Einheit
Diskontfaktor e Tt -
Present Value >.C;-DF(t;) + N - DF(t,) EUR
Forward Rate DE(ti1)/ DF(t:) -1 -
ti—t;—1

Clean Price £V 100 %
Dirty Price Clean Price +4% - 100 %
Macaulay Duration o5 > t; - CF; - DF(t;) Jahre
Modified Duration ﬁ Jahre
DV01 —(PVyi1pp — PV}) EUR
Konvexitit W —
Log-Return DF liy =In(DF(t)/DF;(t—1)) -
Kovarianz = > (i — G) (i — ;) -
Korrelation i/ (0i - o)) -
Sensitivitit S; = Zk CFk : DF(tk) : wz(tk) EUR
Parametrischer VaR =z, - o -+/h/250-10000 - [DV01| EUR
Portfolio VaR 2o - VTS s - Vh EUR

15

(66)
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Die drei gegeniiber v3 gednderten Formeln sind fett hervorgehoben.
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