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1 Stufe 1: Leicht

Aufgabe 1.1 — Nordwestecken-Methode

Aufgabe 1.1

Gegeben ist folgendes Transportproblem (Kosten pro Einheit):

N1 NQ N3 Angebot
Ay 2 3 5 30
Ag 4 1 6 40
As 3 5 2 30
Nachfrage | 25 35 40 100

a) Priife, ob das Problem ausgeglichen ist.

(
(b) Bestimme eine Startlosung mit der Nordwestecken-Methode.

(c) Berechne die Gesamtkosten der Startlosung.

)
)
)
)

(d) Wie viele Basisvariablen hat eine nicht-entartete Losung?

Losung: Aufgabe 1.1

(a) Ausgeglichenheit: ) a; =30+40+30=100=25+35+40=>0b; v
(b) Nordwestecken-Methode:

1. (1, 1) m1n(30,25) = 25, T11 = 25. ay = 5, bl = 0.

2. (1,2): min(5,35) =5, 12 = 5. a3 = 0, by = 30.

3. (2,2): min(40,30) = 30, w9y = 30. ay = 10, by = 0.

4. (2,3): min(10,40) = 10, x93 = 10. ay = 0, by = 30.

5. (3,3): min(30,30) = 30, x33 = 30. Fertig.

Ni Ny N3 | Angebot
Ay 252 D) (5) 30
As (4) 301y 10 40
A3 ®) &  30@ 30
Nachfrage | 25 35 40

(c) Gesamtkosten: K = 25-245-34-30-14+10-6+30-2 = 50+15+30+60+60 =

215

(d) Basisvariablen: m+n—-1=3+3-1=5



Aufgabe 1.2 — Minimale-Kosten-Methode

Aufgabe 1.2

in Aufgabe 1.1.

Verwende dieselbe Kostenmatrix und dieselben Angebots-/Nachfragemengen wie

(a) Bestimme eine Startlosung mit der Minimalen-Kosten-Methode.
(b) Berechne die Gesamtkosten und vergleiche mit der Nordwestecken-Losung.

(c) Welche Zelle hat die giinstigsten Kosten und erhilt die erste Zuweisung?

Losung: Aufgabe 1.2

(a) Minimale-Kosten-Methode:

Giinstigste Zellen der Reihe nach: cos =1, ¢11 =2, ¢33 =2, c12 =3, ¢31 =3, ...

1. cog = 1: x99 = min(40,35) = 35. by =0, ay = 5.

2. Ci11 = 2: 11 = m1n(30, 25) = 25. b1 = 0, ay = 5.

3. C33 — 2: 33 — m1n(30, 40) = 30. a3 — 0, bg = 10.

4. ¢15 = 3 gesperrt (Spalte 2 erschopft).

ale.

5. 93 = 6: w93 = min(5,5) = 5. Fertig.

c13 = 50 x13 = min(5,10) = 5.

Ny Ny N3 | Angebot
Ay 252 3) 50) 30
Ao (4) 351 By 40
As ®3) (5) 302 30
Nachfrage | 25 35 40

(b) Gesamtkosten: K = 25-2+5-5+35-14+5-6+30-2 = 50+25+35+30+60 =

200

Vergleich: NW = 215, MC = 200 = MC ist um 15 besser.
(c) Erste Zuweisung: Zelle (2,2) mit cop = 1.
Minimale-Kosten-Losung: K = 200 (besser als NW mit 215)



2 Stufe 2: Mittel

Aufgabe 2.1 — Vogel-Approximation

Aufgabe 2.1

Gegeben ist folgendes Transportproblem:

Ny Ny N3 Ny | Angebot

A 4 8 1 6 120
A, 7 2 5 3 80
As 3 6 4 9 100

Nachfrage | 90 60 70 80 300

(a) Berechne alle Strafkosten fiir die erste Iteration der Vogel-Approximation.
(b) Fiihre die vollstéindige Vogel-Approximation durch.

(c) Berechne die Gesamtkosten.

Losung: Aufgabe 2.1

(a) Strafkosten Iteration 1:

Ny Ny N3 N, Angebot | Strafe
Ay 4 8 1 6 120 4—-1=3
A, 7 2 5 3 80 3—2=1
As 3 6 4 9 100 4-3=1
Nachfrage 90 60 70 80
Strafe 4-3=1 6—-2=4 4-1=3 6—-3=3

Hochste Strafe: Spalte Ny (Strafe 4). Giinstigste Zelle in Ny: (2,2) mit ¢ = 2.
T9y = min(80,60) = 60. ay = 20, by = 0.

(b) Vollstindige VAM:

Iteration 2 (ohne Ny): Strafkosten neu. Hochste Strafe: N3 oder A; (Strafe 3).
Wiéhle Nj: giinstigste Zelle (1,3), ¢ = 1. x13 = min(120,70) = 70. a; = 50.
Iteration 3: Hochste Strafe: Ay (Strafe 6 —4 = 2). Nj: giinstigste Zelle (1,1),
¢ =4. x11 = min(50,90) = 50. a; = 0, by = 40.

Iteration 4: Aj noch offen (ay = 20), Az noch offen. Strafkosten. Giinstigste:
(2,4), c = 3. x94 = min(20,80) = 20. as = 0, by = 60.

Iteration 5: As: x3 = min(100,40) = 40. b; = 0, a3 = 60.

Iteration 6: v34 = 60. Fertig.



(c) Gesamtkosten: K = 50-4+70-1+60-2+4+20-3+40-3+60-9
=200+ 704 120 + 60 + 120 + 540 = 1110
VAM-Lo6sung: K = 1110

Aufgabe 2.2 — Eine MODI-Iteration

Aufgabe 2.2

Gegeben ist folgende Basislosung eines 3 x 3-Transportproblems:

Ny Ny N3 | Angebot

A 40¢) 30 (5) 70
A, ™ 104 30 40
Az (3) @ 50 50

Nachfrage | 40 40 80

(a) Berechne die Potentiale u; und v; (setze u; = 0).
(b) Berechne alle reduzierten Kosten ¢;; fiir Nicht-Basiszellen.

(c) Ist die Losung optimal? Falls nicht: welche Zelle tritt ein?

)
)
)
)

(d) Fiihre eine MODI-Iteration durch (Schleife, 6, neue Losung, neue Kosten).

Losung: Aufgabe 2.2
(a) Potentiale (u; = 0):

Ti:cn=u1+v1=>2=0+v; = v, =2
Tig:Cla=U +V3=>3=0+vy=1vy3=3
Tog iCxp=Us+ 1V =4d=u+3=>u =1
Tog iCoz3=Us+vV3=1=14+v3=>v3=0
T3z :C33=U3+v3=>6=u3+0=u3==6

(b) Reduzierte Kosten 0;; = ¢;; — u; — v;:

dz3=5—-0—-0=5
g =7—1—-2=4
033 =3—-6—2=-5
Ssp=2—-6-3=—T7
(c) Optimalitét: Nein — 35 = —7 < 0. Eintretende Zelle: (3,2).
(d) MODI-Iteration:
Schleife fiir (3,2): (3,2)" — (3,3)” — (2,3)t — (2,2) — (3,2)... Priife:
(3,2) = (1,2) — (1,1) — (3,1)? Nein, (3,1) nicht Basisvariable.



Korrekte Schleife: (3,2)* —(1,2)” —(1,1)*? — (1, 1) liegt nicht in Spalte 2.
Schleife: (3,2)" — (2,2)” — (2,3)" — (3,3)".

(—)-Positionen: x4 = 10, x33 = 50. # = min(10,50) = 10.

Aktualisierung: z33 = 0410 = 10, x99 = 10 — 10 = 0 (verlésst), x93 = 30+ 10 =
40, T33 — 50 — 10 = 40.

Kostenreduktion: AK = 635 -6 = (—=7) - 10 = —70.

Alte Kosten: 40-2+430-3+10-4+30-1450-6 = 80+ 90+ 40 + 30+ 300 = 540.
Neue Kosten: 540 — 70 = 470.

Neue Basislosung mit K = 470. Eintretende Zelle (3,2), verlassende
Zelle (2,2).



3 Stufe 3: Schwer

Aufgabe 3.1 — Vollstandige Optimierung

Aufgabe 3.1

Gegeben ist folgendes Transportproblem:

Ny Ny N3 Ny | Angebot

A 2 3 1 5 120
Ay 7 3 4 6 80
As 5 4 7 3 100

Nachfrage | 90 70 80 60 300

(a) Bestimme eine Startlosung mit der Nordwestecken-Methode und berechne
die Kosten.

(b) Fiihre so viele MODI-Iterationen durch, bis die Optimallosung erreicht ist.
(c) Zeige, dass die Endlésung optimal ist (alle 6;; > 0).

(d) Berechne die Kostenreduktion gegeniiber der Startlésung in Prozent.

Losung: Aufgabe 3.1

(a) Nordwestecken-Startlosung;:

(1, ].) 11 = 907 a; = 30. (1,2) T = 30, a; = 0. (2, 2) Tog = 407 bg = 0. (2,3)
To3 — 40, a9 — 0. (3, 3) I33 — 40, bg =0. (3,4) T34 — 60.

Ky =90-2+30-3+40-3+40-4+40-74+60-3 = 180+90+120+160+280+180 = 1010
(b) MODI-Iteration 1:

Potentiale: u; =0, v;1 =2, v =3, us =0, v3 =4, ug = 3, vy = 0.

Reduzierte Kosten: 513 =1-0-4 = —37 514 = 57 521 =S 5, 524 = 6, 531 = O,
(532 = —2.

Eintretend: (1,3) mit § = —3.

Schleife: (1,3)" — (1,2)” — (2,2)" — (2,3)". § = min(30,40) = 30.

T13 = 30, 19 = 0 (raus), Too — 70, To3 = 10. AK = —3-30 = —90. Kl = 920.
MODI-Iteration 2:

Neue Basis: T11 = 90,1’13 = 30, Loy = 70,1123 = 10,1’33 = 40, T34 = 60.
Potentiale: w1 =0, v; =2, v3 =1, us = 3, v =0, ug = 6, v4 = —3.

Reduzierte Kosten (Auswahl): 015 = 3, 014 = 8, Jo1 = 2, d9y = 6, I31 = —3,
(532 = —2.

Eintretend: (3,1) mit § = —3.

Schleife: (3,1)" — (3,3)” — (1,3)T — (1,1)7. 6 = min(40, 90) = 40.

xg = 40, x33 = 0 (raus), x13 = 70, 1; = 50. AK = —3-40 = —120. K, = 800.
(c) Optimalitdt priifen:

Neue Basis: Tr11 = 50,1’13 = 70, Tog — 70,.7323 = 10,ZL’31 = 40, T34 = 60.



Potentiale: u; =0, v;1 =2, v3 =1, us =3, v =0, ug = 3, vy = 0.

Alle reduzierten Kosten:

012 =3-0-0=32>0
521 = 7—3—2 = 2 Z 0
632 :4—3—0 =1 Z 0

014 =5—0-0=52>0
(524 :6—3—0:3 Z 0
533:7—3—1 :320

Alle 4;; > 0 = Optimall6sung erreicht!

Optimale Losung:

Nl N2 N3 N4 Angebot
A 50 (3) 70w (5) 120
As %) 70 10 () 80
As 40 (4) ) 603 100
Nachfrage | 90 70 80 60

K* =50-2470-14+70-3+10-44+40-54+60-3 = 100+70+210+40+200+180 = 800

(d) Kostenreduktion: 120800 100% = 210

1010

-100% ~ 20,8%

Aufgabe 3.2 — Unausgeglichenes Problem und Entartung

Aufgabe 3.2

Gegeben ist folgendes unausgeglichenes Transportproblem:

Ny N, N3 | Angebot
Ay 3 5 2 80
A 6 1 4 70
As 4 3 7 60
Nachfrage | 50 90 40

(a) Stelle fest, ob Angebot oder Nachfrage iiberwiegt, und ergénze einen fik-
tiven Anbieter oder Nachfrager mit Kosten 0.

fiktive Transportmengen).

) Bestimme eine Startlosung mit der Minimalen-Kosten-Methode.
(c) Erkliare, was Entartung bedeutet, und beschreibe, wann sie auftritt.
(d) Tritt in der Startlésung Entartung auf? Begriinde.
)

Fiihre eine MODI-Iteration durch und berechne die optimalen Kosten (ohne




Losung: Aufgabe 3.2

(a) Ausgeglichenheit: ) a; = 80+ 70+ 60 = 210, > b; = 50+ 90 +40 = 180.
Angebot > Nachfrage: Uberschuss von 30. Fiige fiktiven Nachfrager N, mit
bs = 30 und ¢;4 = 0 fiir alle ¢ hinzu.

(b) Minimale-Kosten-Methode (mit Ny):

Giinstigste Zellen: cos = 1, ¢13 = 2, c93 = 4 wire nach c3; = 4... Reihenfolge:
(2,2) =1, (1,3) = 2, (3,1) = 4 wire nach fiktiver Spalte ¢;4 = 0.

Mit ¢;4 = 0: zuerst (1,4), (2,4) oder (3,4) — wéhle (1,4): z14 = min(80,30) = 30.
b4 = 0.

Dann (2,2) = 1: z9 = min(70,90) = 70. ay = 0, by = 20. Dann (1,3) = 2:
r13 = min(50,40) = 40. b3 = 0, a3 = 10. Dann (1,2) = 5 oder (3,2) = 3:
(3,2) = 3: w3 = min(60,20) = 20. by = 0, a3 = 40. Dann (1,2) = 5:
r12 = min(10,0)... by = 0 erschopft. (1,1) = 3: z1; = 10. a; = 0. Schlieklich
r3 = min(40,40) = 40. Fertig.

Startlosung: x14 = 30, 11 = 10, 13 = 40, 299 = 70, x35 = 20, z3; = 40.

Kosten (ohne Ny): 10-3+40-2470-14+40-4+20-3 = 30+80+70+160+60 = 400
(c) Entartung: Eine Basislosung ist entartet, wenn die Anzahl der Basisvari-
ablen kleiner als m+n —1 ist, d. h. eine Basisvariable den Wert 0 annimmt. Dies
tritt auf, wenn beim Zuweisungsschritt gleichzeitig Angebot und Nachfrage einer
Zeile/Spalte erschopft werden. Entartung erfordert das kiinstliche Einfiihren
einer Basisvariablen mit Wert 0 (“Epsilon-Zuweisung”).

(d) Entartung in der Startlosung: Das erweiterte Problem hat m = 3, n = 4,
also m +n — 1 = 6 Basisvariablen notig. Die obige Losung hat 6 Basisvariablen
(1’14, x11, 213, T22, T32, ZL’31) = keine Entartung.

(e) MODI-Iteration:

Basis (erweitertes Problem): Potentiale berechnen, reduzierte Kosten priifen.
uy = 0: v; = 3 (aus x11), v3 = 2 (aus x13), vg = 0 (aus x14). ug: aus Tos:
Uy = 1 — vy... V9 noch unbekannt. Aus zss: usz + vy = 3. Aus x31: us+v; =4 =
U3:1. U2:3—1:2. U2:1—2:—1

Reduzierte Kosten (reale Zellen): d125 = 5—0—2 = 3, d91 = 6—(—1)—3 = 4,
do3 =4—(—=1)—2=3, 833 =7-1-2=4.

Alle 9;; > 0 fiir reale Zellen. = Startlosung bereits optimal!

Optimale Kosten (ohne fiktive Transporte): 400

Problem war nicht ausgeglichen; nach Erginzung N, ist die MC-
Startlésung bereits optimal mit K = 400.
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