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1 Einfiihrung und Motivation

Viele Entscheidungsprobleme lassen sich mathematisch als lineare Optimierungsprob-
leme formulieren: Wir suchen die beste Losung — gemessen an einer linearen Zielfunk-
tion — unter der Bedingung, dass bestimmte lineare Ungleichungen und Gleichungen
erfiillt sind.

e Produktion: Welche Mengen verschiedener Produkte sollen hergestellt
werden, um den Gewinn zu maximieren, wenn Kapazitidtsgrenzen beachtet
werden miissen?

e Logistik: Wie werden Transportwege so geplant, dass die Kosten minimal
sind?

e Finanzwesen: Wie wird ein Portfolio zusammengestellt, das bei
gegebenem Risiko die Rendite maximiert?

e Erndhrungsplanung: Wie werden Nahrungsmittel so kombiniert, dass
alle Nahrstoffbedarfe gedeckt sind und die Kosten minimal bleiben?

Die Simplex-Methode (englisch: Simplex Algorithm), entwickelt von George B. Dantzig

im Jahr 1947, ist das klassische Verfahren zur Losung solcher Probleme. Sie ist bis heute
eines der am h&ufigsten eingesetzten Optimierungsverfahren in der Praxis.

2 Grundbegriffe der linearen Programmierung

2.1 Das allgemeine lineare Programm

Definition: Lineares Programm (LP)

Ein lineares Programm (LP) hat die Form:

Maximiere (oder Minimiere) 2z = cix1 + oy + -+ + 2y (1)
unter den Nebenbedingungen a;1x; + ajpxs + -+ ajppr, < by, i=1,...,m
(2

r; >0, j=1,...,n (3

wobei ¢;,a;;,b; € R gegebene Konstanten sind und z; > 0 die Entschei-
dungsvariablen bezeichnen.

In Matrixschreibweise lautet das LP:
max ¢'x unter Ax < b, x>0

mit c € R", x € R", A € R™*", b € R™.



2.2 Wichtige Begriffe

Definition: Zulédssiger Bereich und Optimallésung

e Eine Belegung (z1, ..., x,) heikt zuldssig, wenn sie alle Nebenbedingungen
(2) und die Nichtnegativitidtsbedingungen (3) erfiillt.

e Die Menge aller zuldssigen Belegungen heiftt zuldssiger Bereich F.

e Eine zuliissige Belegung x* heift Optimalldsung, falls ¢'x* > c¢'x fiir
alle x € F (bei Maximierung).

Definition: Konvexe Menge und Ecke

e Eine Menge F C R"™ heift konvex, wenn fiir alle x,y € F und A € [0, 1]
gilt: \Xx+ (1 — Ny € F.

e Ein Punkt x € F heift Ecke (oder Extrempunkt), wenn er nicht als echte
Konvexkombination zweier anderer Punkte aus F dargestellt werden kann.

Der zuléssige Bereich eines LP ist stets ein konvexes Polytop — der Durchschnitt
endlich vieler Halbraume.

3 Geometrische Interpretation (2 Variablen)

Fir den Fall n = 2 lasst sich das LP anschaulich in der Ebene darstellen.

3.1 Beispiel zur geometrischen Losung

Ein Unternehmen stellt zwei Produkte P, und P, her. Der Deckungsbeitrag
betragt 5 GE pro Einheit P, und 4 GE pro Einheit P,. Es gelten folgende
Kapazititsbeschrankungen:

max z = d5xq + 49

6z + 4z, < 24 (Maschinenkapazitét)
1+ 222 <6 (Lagerkapazitét)

1,72 >0



@
0 1 2 3 4(4,005

Die Ecken des zulédssigen Bereichs F sind O = (0,0), (4,0), (3;1,5) und (0, 3). Das
Optimum liegt in der Ecke (3;1,5) mit z* =5-3+4-1,5=19,5.

3.2 Fundamentalsatz der linearen Programmierung

Satz 1: Fundamentalsatz der LP

Sei das LP zuléssig und beschriankt. Dann gilt:
1. Der zulassige Bereich F ist eine konvexe Menge.
2. Es existiert stets eine Optimalldsung in einer Ecke von F.

3. Ist F nichtleer und beschriankt, so besitzt das LP eine endliche Optimall6-
sung.

Proof. zu (1): Jede Nebenbedingung a/ x < b; definiert einen konvexen Halbraum.
Der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex.
zu (2): Sei x* eine Optimallosung, aber kein Extrempunkt. Dann existieren u, v €
F mit u # v und A € (0,1), sodass x* = Au+ (1 — A\)v. Wegen der Linearitat der
Zielfunktion gilt:
c'x*=X'u+(1-Ac'v

Also ist mindestens einer der Werte ¢'u oder ¢’ v mindestens so gro wie ¢'x* — damit

existiert auch in einem Extrempunkt eine genauso gute Losung. Durch Wiederholung
dieses Arguments gelangt man stets zu einem Extrempunkt.

zu (3): Da F nichtleer und F als konvexes Polytop nur endlich viele Extrempunkte
hat, ist das Maximum des linearen Zielfunktionals {iber F stets angenommen. O

Schlussfolgerung fiir den Algorithmus: Da das Optimum stets in einer Ecke
liegt und ein konvexes Polytop nur endlich viele Ecken hat, geniigt es, system-
atisch von Ecke zu Ecke zu wandern und dabei die Zielfunktion zu verbessern.
Genau das ist die Grundidee der Simplex-Methode.




4 Standardform und Schlupfvariablen

4.1 Uberfithrung in Standardform

Die Simplex-Methode arbeitet mit der Standardform des LP, in der alle Nebenbe-
dingungen als Gleichungen vorliegen.

Definition: Standardform

Ein LP in Standardform lautet:
max ¢'x unter Ax = b, x>0

mit A € R™*" b > 0.

Uberfiihrung einer Ungleichung in eine Gleichung:
Fiir jede <-Nebenbedingung a; x < b; fiihren wir eine Schlupfvariable s; > 0 ein:

a/x+s;=b, >0

Die Schlupfvariable s; gibt an, wie weit die Nebenbedingung von ihrer Grenze entfernt
ist.

6.’131+4£C2+81:24
T+ 2x5+ 5, =06

x1,T2, 51,52 2 0

Das LP hat nun n +m = 2 + 2 = 4 Variablen und m = 2 Gleichungen.

4.2 Basislosungen und Basisvariablen

Definition: Basis — Basisvariablen — Basislosung

Sei A € R™"™ mit m < n.

e Eine Basis B ist eine Auswahl von m linear unabhéngigen Spalten aus A.

Die zugehorigen Variablen heifsen Basisvariablen z, die iibrigen Nicht-
basisvariablen .

Setzt man xy = 0, so ergibt sich die Basisldsung: r5 = A;'b.

Eine Basislosung mit zp > 0 heifft zulédssige Basislosung (ZB-Losung).

Satz 2: Ecken und zulissige Basisklosungen

Jede Ecke des zuldssigen Bereichs F entspricht einer zuldssigen Basislosung, und
umgekehrt.




Beweisidee. Ein Punkt x € F ist genau dann eine Ecke, wenn die aktiven Ungle-

ichungen (d.h. jene mit a/x = b;) zusammen mit z; = 0 fiir ausreichend viele j
ein eindeutiges Gleichungssystem bilden — was exakt der Definition einer Basislosung
entspricht. O

Die Startzulissige Basislosung ergibt sich fiir unser Beispiel durch x; = x5 = 0,
s1 = 24, s, = 6 (Ursprung).

5 Der Simplex-Algorithmus

5.1 Das Simplex-Tableau

Das Simplex-Tableau fasst das LP kompakt zusammen. Es enthilt die Koeffizienten-
matrix, die rechte Seite und die Zielfunktionszeile.

Basis | ©1 zo S1 S b
S1 6 4 1 0 24
S 1 2 0 1 6
z -5 —4 0 0 0

Konvention: Die Zielfunktionszeile enthélt die reduzierten Kosten ¢;. Bei neg-
ativen Werten ¢; < 0 kann die Zielfunktion noch verbessert werden.

5.2 Pivot-Regeln

Definition: Reduzierte Kosten und Optimalitatskriterium

Die reduzierten Kosten der Nichtbasisvariablen z; sind:
¢; =c; —cgAyga;

Eine ZB-Losung ist optimal, falls ¢; < 0 fiir alle Nichtbasisvariablen z; (bei
Maximierung).

5.2.1 Wahl der Pivotspalte (eintretende Variable)

Regel: Dantzig-Regel (grofite Verbesserung pro Variable)

Wiéhle als eintretende Variable z; jene Nichtbasisvariable mit dem kleinsten
(negativsten) reduzierten Kosten:

§ = argmin¢;
J

Begriindung: Erhoht man x; um eine Einheit, verbessert sich die Zielfunktion um
|¢s|. Die Dantzig-Regel wiahlt die Variable mit der stérksten Verbesserungsrate.



5.2.2 Wahl der Pivotzeile (austretende Variable)

Regel: Minimales Quotienten-Kriterium

Fiir die eintretende Variable z, berechne das minimale Verhéiltnis:

b;
r =arg min —
it ais>0 Qs

Die Basisvariable in Zeile r tritt aus der Basis aus.

Beweis der Zulassigkeitserhaltung. Erhoht man xg von 0 auf 6 > 0, so dndern sich die
Basisvariablen geméls: B
.TBi:bi—&is'e, izl,...,m

Damit alle z, > 0 bleiben, muss gelten:

|c~\

0 < fiir alle ¢ mit a;s > 0

e

s

Der maximal mogliche Wert ist 6* = min;.q, .0 b—. Die Zeile, die dieses Minimum
erreicht, wird zur Pivotzeile — die dort stehende Bas1svar1able wird 0 und tritt aus. O

5.2.3 Pivotoperation

Sei (1, s) das Pivotelement a,;. Die Pivotoperation transformiert das Tableau:

1. Normierung der Pivotzeile: Dividiere Zeile r durch a,.:

Zeile, + i - Zeile,

2. Elimination in allen anderen Zeilen: Fiir i # r:
Zeile; < Zeile; — a,, - Zeile,
3. Elimination in der Zielfunktionszeile:
Zeile, < Zeile, — ¢, - Zeile,

Nach der Pivotoperation steht z, in der Basis (Einheitsvektor in Spalte s).

5.3 Vollstandiges Algorithmus-Schema

Algorithmus: Simplex-Methode

1. Initialisierung: Stelle das Starttableau auf (Schlupfvariablen als Basis-
variablen).

2. Optimalitétstest: Sind alle reduzierten Kosten ¢; < 07 Dann ist die
aktuelle ZB-Losung optimal. STOPP.




3. Pivotspalte: Wahle s = argmin;¢; < 0.

4. Unbeschranktheitstest: Gilt a;; < 0 fiir alle 7 Dann ist das LP
unbeschriankt. STOPP.

5. Pivotzeile: Wihle r = argmin,. ,, o b;/as.

6. Pivotoperation: Fiihre den Basiswechsel durch (z, tritt ein, xp, tritt
aus).

7. Gehe zu Schritt 2.

6 Vollstindiges Beispiel: 2 Variablen

Wir 16sen Beispiel 1 vollstandig mit der Simplex-Methode.

Starttableau:
Basis | 1 x2 s1 so | b
51 6 4 1 0|24
So 1 2 0 1|6
z -5 —4 0 01]0
Iteration 1: ¢ = —5 ist kleinstes Element = z; tritt ein. Quotienten: 24/6 = 4,

6/1 = 6. Minimum: 4 = s; tritt aus. Pivotelement: 6.
Pivotoperation: Zeile 1 +6; dann Zeile 2 —1- Zeile 1; Zeile z +5- Zeile 1.
Tableau nach Iteration 1:

Basis | x; To S1 Sy | b

x| 1 2/3 1/6 0|4
s | 0 4/3 —1/6 1

= |0 —2/3 5/6 0]20

Iteration 2: ¢, = —2/3 < 0 = x5 tritt ein. Quotienten: 4/(2/3) =6, 2/(4/3) =
3/2. Minimum: 3/2 = s, tritt aus. Pivotelement: 4/3.

Pivotoperation: Zeile 2 -%; dann Zeile 1 —% Zeile 2; Zeile z —i—%- Zeile 2.

Tableau nach Iteration 2 (Optimaltableau):

Basis 1T X2 S1 So b

x| 10 1/4 -—1/2| 3
z, | 0 1 —1/8 3/4 | 3/2

= |0 o 34 1/2 195

Alle reduzierten Kosten > 0: Optimalitét erreicht.

x;=3, z5=15 2z"=195




7 Grolses Beispiel: 5 Variablen, 4 Nebenbedingungen

max z = d5x1 + 4xy + 3x3 + 624 + 275

621 + 4w + 23 + Dxy + x5 < 240
3x1 + 225 4+ b3 + 4dxy + 35 < 270
5x1 + 629 + 33 + 224 + dzs < 420

211 + 29 + 4x3 + 314 + 225 < 350

T1,...,25 >0

Nach Einfiihrung der Schlupfvariablen sq, ..., s ergibt sich ein LP mit 9 Variablen
und 4 Gleichungen. Das Simplex-Tool berechnet die optimale Losung (zur Kontrolle
der maschinellen Berechnung).

Hinweis: Bei 5 Variablen und 4 Nebenbedingungen kann der Simplex-Algorithmus

bis zu (Z) = 126 Basislosungen durchlaufen. In der Praxis sind es deutlich weniger

Iterationen.

8 Dualitat

8.1 Das duale lineare Programm

Zu jedem linearen Programm — dem Primalproblem — existiert ein zugehoériges Du-
alproblem. Die Dualitét ist eines der fundamentalsten Konzepte der linearen Pro-
grammierung.

Definition: Primal- und Dualproblem

Sei das Primalproblem gegeben als:

(P) max c'x unter Ax<b, x>0
Dann ist das zugehérige Dualproblem:

(D) min b'y unter ATy>ec, y>0

Die Variablen y; > 0 heiffen duale Variablen oder Schattenpreise.

Konstruktionsregeln:

e Das Dual hat so viele Variablen y;, wie das Primal Nebenbedingungen hat (m
Stiick).

e Das Dual hat so viele Nebenbedingungen, wie das Primal Variablen hat (n Stiick).
e Die Koeffizientenmatrix des Duals ist die Transponierte A" des Primals.

e Primal max — Dual min; Primal <— Dual >.

10



Das Primal lautet:
max z = 5x; +4xy u.d.N. 6z +4x, <24, x1+22,<6, x1,29>0
Das zugehérige Dual:

min w = 24y; +6y2 w.d.N. 6yr+y2 =5, 4dy1 +2y2 >4, 41,42 >0

8.2 Schwacher und starker Dualitatssatz

Satz 3: Schwacher Dualititssatz

Sei x eine zuliissige Losung von (P) und y eine zuléssige Losung von (D). Dann
gilt:
c'x<b'y

Proof. Dax >0,y >0, Ax<bund ATy >c:

c'x<(ATy)'x=y"Ax<y'b=b'y

U

Folgerung: Jede duale zulissige Losung liefert eine obere Schranke fiir den
primalen Optimalwert. Der optimale Primalwert liegt also stets im Intervall
[c"x,b'y] fiir beliebige zulissige x, y.

Satz 4: Starker Dualitatssatz

Wenn (P) eine endliche Optimalldsung x* besitzt, dann besitzt auch (D) eine
endliche Optimallésung y*, und es gilt:

CTX* — bTy*

Beweisidee. Im Optimaltableau des Simplex steht in der Zielfunktionszeile unter den
Schlupfvariablen s; genau der Wert y (mit korrektem Vorzeichen). Da alle reduzierten
Kosten > 0 und alle rechten Seiten > 0, ist y* = ch,gl sowohl dual zulassig als
auch optimal. Die Gleichheit ¢'x* = b'y* folgt aus den Complementary-Slackness-
Bedingungen. [

8.3 Komplementiare Schlupfbedingung

Satz 5: Komplementire Schlupfbedingung (KSB)

x* und y* sind genau dann gleichzeitig optimal fiir (P) und (D), wenn:

yi-(bi—a/x) =0 Vi=1,...,m (4)
i (ajTy*—cj):0 Vi=1,...,n (5)

e

11



Interpretation:

e (4): Wenn y > 0 (duale Variable aktiv), dann muss die i-te primale Nebenbe-
dingung bindend sein (b; — a; x* = 0, kein Schlupf).

e (5): Wenn 7 > 0 (primale Variable aktiv), dann muss die j-te duale Nebenbe-
dingung bindend sein.

9 Schattenpreise

9.1 Wirtschaftliche Interpretation der dualen Variablen

Definition: Schattenpreis

Der Schattenpreis y; der i-ten Nebenbedingung gibt an, um wie viel sich der
Optimalwert z* dndert, wenn die rechte Seite b; um eine Einheit erhéht wird —
unter der Annahme, dass die aktuelle Optimalbasis erhalten bleibt:

. 0z

Herleitung: Im Optimaltableau gilt x5 = A'b. Eine Anderung Ab fiihrt zu:
Az* =cpAR'Ab = (y*)TAb =) "yr - A,
i=1

Die Schattenpreise lassen sich direkt aus dem Optimaltableau ablesen: Sie stehen in
der Zielfunktionszeile unter den Spalten der Schlupfvariablen s;.

9.2 Giiltigkeitsbereich der Schattenpreise

Die lineare Beziehung Az* = y*T Ab gilt nur, solange die Optimalbasis unverindert
bleibt. Der Giiltigkeitsbereich ergibt sich aus der Bedingung A5'(b + Ab) > 0:

(A5'b)

Abz € |:——, .
(ABlei)k

} fiir alle k mit (Ag'e;)r >0

Im Optimaltableau (nach zwei Iterationen) stehen in der Zielfunktionszeile unter
s1 und ss:

3 "
Y1 = 1 Y2 = 35
Interpretation:
e Eine zusétzliche Maschinenstunde (b; = 25 statt 24) erhoht z* um 0,75 GE.
e Eine zusitzliche Lagereinheit (by = 7 statt 6) erh6ht z* um 0,5 GE.

e Beide Nebenbedingungen sind bindend: sj = s = 0. Daher sind beide
Schattenpreise positiv.

12



Uberpriifung mit dem Dualoptimum:

w'=24-346-1=1843=21=2"v

10 Dualer Simplex-Algorithmus

10.1 Motivation

Der primale Simplex erhilt stets primale Zuléissigkeit (alle b; > 0) und strebt nach
dualer Zuléssigkeit (alle ¢; > 0). Der duale Simplex kehrt dies um: Er startet mit

einem dual zuldssigen, aber primal unzuldssigen Tableau und stellt schrittweise primale
Zulassigkeit her.

Definition: Dual zulissiges Tableau

Ein Tableau heift dual zuldssig, wenn alle reduzierten Kosten nicht-negativ
sind: ¢; > 0 fiir alle j. Es ist aber moglicherweise primal unzuléssig: 0; < 0 fiir
mindestens ein .

Typische Anwendungen:
e Probleme mit >-Nebenbedingungen (nach Multiplikation mit —1 dual zuléssig)

e Sensitivitdtsanalyse: Nach Anderung der rechten Seite b kann das bisherige
Optimaltableau primal unzuléssig werden — der duale Simplex re-optimiert ef-
fizient.

e Branch & Bound bei ganzzahliger Programmierung

10.2 Algorithmus

13



Algorithmus: Dualer Simplex

1. Initialisierung: Stelle ein dual zuldssiges Starttableau auf (¢; > 0 fiir alle
7)-

2. Primalititstest: Gilt b; > 0 fiir alle 7 Dann ist die Losung primal und
dual optimal. STOPP.

3. Pivotzeile: Wihle » = argmin; b; < 0 (negativste rechte Seite).

4. Unzuléassigkeitstest: Gilt a,; > 0 fiir alle 57 Dann ist das LP unzulés-
sig. STOPP.

5. Pivotspalte: Wihle s durch das duale Quotienten-Kriterium:

&

§ = arg min
Jiar;<0 |arj‘

6. Pivotoperation: Fiihre den Basiswechsel durch.

7. Gehe zu Schritt 2.

Beweis: Duale Zuldssigkeit bleibt erhalten. Nach der Pivotoperation mit Pivotelement
a,s < 0 andert sich der reduzierte Koeffizient ¢; zu:

—/ — ar] —

C;=¢Cj——-¢C

T a7
Da ¢, = 0 (Basisvariable vor dem Pivot), dndert sich ¢; fiir Nichtbasisvariablen j # s
gemék:

a .
E; _ Ej . a_TJ . Egneu)
TS
Die Pivotspaltenregel s = argmin,, ;<o ¢;/|a,;| garantiert &; > 0 fiir alle j. O

10.3 Vollstandiges Beispiel: Dualer Simplex

max z = —2x; — 323 (dquivalent: min 2z + 3x2)

T1+x>4 = —x1—19<—4
201 +19 > 6 = —2r1 — x5 < —6

x1,22 >0

Starttableau (nach Umformung; Schlupfvariablen sy, s5):

Basis 1 ) S1  S9 b

si | =1 =1 1 0| —4
s | =2 —1 0 1 |-6

z | -2 =3 0 0] 0




Dual zuldissig? Alle ¢; < 0 in der z-Zeile (Vorzeichen beachten: —(—2) =2 > 0,

—(=3)=3>0). v )

Iteration 1: Pivotzeile: r = 2 (by = —6 ist negativster Wert). Duale Quotienten:
c1/la| =2/2 =1, é/|age| = 3/1 = 3. Minimum: s = 1 (z; tritt ein). Pivotelement:
a9 = —2.

Tableau nach Iteration 1:

Basis | z; Ty S1 S b

s |0 —1/2 1 —1/2| -1
x| 112 0 —1/2| 3

z 0 -2 0 -1 6

Iteration 2: Pivotzeile: r = 1 (b; = —1). Duale Quotienten: ¢y/|ass| = 2/(1/2) =
4, ¢4/|ars] = 1/(1/2) = 2. Minimum: s =4 (so tritt ein). Pivotelement: a4 = —1/2.
Optimaltableau:

Basis | 1 29 S1 So | b

ss |0 1 =2 1]2
rxnw (1 1 -1 0|2

z |0 0 =2 018

Alle b; > 0: Primal und dual optimal.

r1=2, 25=0, 2z"=-8(min 221 + 3wy =4 = 2, =4)

11 Spezialfalle

11.1 Unbeschranktes Problem

Definition: Unbeschranktheit

Ein LP heift unbeschrinkt, wenn die Zielfunktion beliebig grof werden kann,

d.h. sup . rc'x = +oo.

Erkennung im Tableau: In Schritt 4 des Algorithmus: Alle Eintrige in der
Pivotspalte sind < 0 — kein Quotienten-Minimum existiert.

11.2 Unzulassiges Problem

Definition: Unzulissigkeit

Ein LP heifit unzuléssig, wenn der zulissige Bereich leer ist: F = ().

Dies tritt auf, wenn die Nebenbedingungen widerspriichlich sind (z.B. z; < 2 und
x1 > 5). Bei Problemen mit >-Nebenbedingungen kann keine offensichtliche Startbasis
gefunden werden — man bendétigt dann das Zwei-Phasen-Verfahren oder die Big-

M-Methode.

15



11.3 Entartung

Definition: Entartung

Eine ZB-Losung heiftt entartet, wenn eine Basisvariable den Wert 0 annimmt.

Bei Entartung kann das minimale Quotienten-Kriterium ein Verhéltnis von 0 liefern,
was bedeutet, dass sich die Zielfunktion nicht verbessert (Degeneration). Im theo-
retischen Extremfall kann der Simplex zyklisch werden — in der Praxis wird dies durch
Bland’s Regel (kleinster Index) oder Lexiko-Regel verhindert.

Satz: Konvergenz des Simplex (ohne Entartung)

Unter der Annahme, dass keine entarteten ZB-Losungen auftreten, terminiert
der Simplex-Algorithmus nach endlich vielen Schritten mit einer Optimallosung
oder dem Nachweis der Unbeschréanktheit.

Proof. Da F nur endlich viele Ecken (ZB-Losungen) hat und die Zielfunktion bei jedem
Schritt strikt zunimmt (keine Entartung), kann keine Ecke zweimal besucht werden.
Der Algorithmus terminiert daher nach hichstens (;) Schritten. O]

12 Komplexitat und praktische Hinweise

12.1 Theoretische Komplexitat

Die Anzahl der Ecken eines LP kann im schlechtesten Fall exponentiell in n und m
sein (Klee-Minty-Beispiel, 1972). Dennoch ist die Simplex-Methode in der Praxis sehr
effizient:

e Typische Anzahl Iterationen: O(m) bis O(3m)

e Polynomielle Algorithmen: Das Ellipsoid-Verfahren (Khachiyan, 1979) und
die Innere-Punkte-Methode (IKarmarkar, 1984) sind theoretisch polynomiell, aber
fiir viele praktische Probleme langsamer als Simplex.

12.2 Dualitat

Zu jedem LP (Primal) existiert ein duales LP. Der starke Dualitdtssatz besagt:
Sind Primal und Dual zuléssig, so stimmen ihre Optimalwerte iiberein. Das Simplex-
Tableau enthilt im Optimum die dualen Variablen direkt in der Zielfunktionszeile
(Schattenpreise).

12.3 Praktische Hinweise

e Bei sehr grofien Problemen (n, m > 10*) werden Revised Simplex oder Innere-
Punkte-Methoden eingesetzt.

e Software: CPLEX, Gurobi, GLPK, SciPy (Python), linprog (MATLAB).

e Fiir ganzzahlige Entscheidungsvariablen ist die Simplex-Methode allein nicht
ausreichend — es wird Branch & Bound benétigt (siehe néchstes Kapitel).
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13 Zusammenfassung

Kernpunkte der Simplex-Methode

1. Das Optimum liegt stets in einer Ecke des zuldssigen Bereichs (Fun-
damentalsatz).

2. Ecken entsprechen zulédssigen Basislosungen — m Variablen in der Basis,
n — m auf 0.

3. Der Simplex wandert von Ecke zu Ecke und verbessert dabei stets die
Zielfunktion.

4. Die Pivot-Spalte wird durch den negativsten reduzierten Kostenkoef-
fizienten bestimmt.

5. Die Pivot-Zeile wird durch das minimale Quotienten-Kriterium bestimmt
(Zulassigkeit).

6. Optimalitét: alle reduzierten Kosten > 0.
7. Unbeschrinktheit: Pivotspalte ohne positiven Eintrag.
8. Terminierung ist garantiert, wenn keine Entartung vorliegt.

9. Zu jedem LP existiert ein duales LP. Im Optimum gilt 2* = w* (starker
Dualitétssatz).

10. Die Schattenpreise y; messen den Wert einer zusdtzlichen Einheit der
1-ten Ressource.

11. Der duale Simplex startet dual zuldssig und stellt primale Zulassigkeit
schrittweise her.

12. Komplementire Schlupfbedingung: Bindende primale NB < positiver
Schattenpreis.
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